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Abstract

The purpose of this work is to design and simulate a Navigation, Guidance and Control system
for the orbit injection into LEO ! of a small satellite.

The satellite must reach a specific target orbit, given a limited error margin. Different guidance
strategies to accomplish this mission are analysed. For example, the required manoeuvres could be
done by the launcher or instead by the satellite after being decoupled. In each case, there are different
trajectories for the spacecraft to follow.

A navigation subsystem is designed, which gets information from inertial sensors and external loca-
lization sensors and estimates the vehicle state (position, velocity and orientation). Several simulation
outputs from different navigation sensors are analysed in order to find the best option that fits the
budget and technique requirements of the project.

On the other hand, the control subsystem designed is in charge of making effective the guidance
strategy through the actuators given the target state requirements and model constraints. Some of
the devices analysed in this section include reaction wheels, control gyros and liquid fuel propulsion
thrusters.

In order to analyse each subsystem, a numeric simulator is developed capable of emulating laun-
ching conditions and orbital flight.

L Low-Earth Orbit
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Resumen

El propdsito de este trabajo es el disenio y simulacién de un sistema de guiado, navegacién y control
para la puesta en 6rbita LEO 2 de un satélite liviano.

El satélite debe alcanzar una érbita objetivo circular especifica, con un margen de error acotado. Se
analizan distintas estrategias de guiado para cumplir esta meta. Por ejemplo, las maniobras necesarias
podria realizarlas el lanzador o bien el satélite luego de ser desacoplado. En cada caso, existen distintas
trayectorias posibles de realizar.

Se disena un subsistema de navegacién, el cual mediante la informacién brindada por sensores
inerciales y sensores externos de localizacién, estima el estado del vehiculo (posicién, velocidad y
orientacién angular). Se hace un estudio por simulacién de distintos sensores de navegacién para
encontrar la mejor opcién que se adeciie a los costos y requerimientos técnicos del proyecto.

Por otro lado, el subsistema de control es el encargado de efectivizar a través de los actuadores
la estrategia de guiado con requerimientos tanto de posicién como de orientacién. Entre los actua-
dores que se analizaran para realizar estas tareas se encuentran ruedas de reaccién, control-gyros y
propulsores/toberas de combustible liquido.

Para analizar cada subsistema se desarrolla un simulador numérico capaz de emular las condiciones
de lanzamiento y de vuelo orbital.

2 Low-Earth Orbit, érbitas de baja altura
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Capitulo 1

Presentacion

1.1. Motivation

This project is performed within the framework of a collaboration agreement between the Argentine
Space Activities National Agency (CoNAE) and the School of Engineering at the University of Buenos
Aires (FIUBA), through the Signal Processing, Identification and Control Research Group (GPSIC).

The CoNAE carries on the project “Satellite Injector for Small Useful Payloads (ISCUL)” whose
main aim is to build a satellite launcher called Tronador II. Currently, this project is in the initial
development phase, building experimental vehicles (Vex). These vectors allow for the validation of
each subsystem of the final launcher, as well as the technology developed in our Nation, through small
scale launches.

This is the case of the vehicle Vex1B, successfully launched on August 2014 from Punta Indio.
This vector allowed for the verification of the Navigation, Guidance and Control system as well as the
propulsion systems. The GPSIC has also worked in the development of the NG&C ! system of this
vehicle.

On the other hand, the CoNAE is also currently working on the project “SARE” which consist
of a series of small satellites in a distributed architecture for Earth observation. Each one of them
will provide a measurement instrument plus its own guidance and propulsion systems. Hopefully, the
group of satellites flying in formation will offer similar capacity as that of the traditional monolithic
architecture. This novel structure allows for lower launching costs as well as the opportunity to add
or change single measurement instruments in a faster way, without changing the overall mission.

Both projects, ISCUL and SARE, are involved in this research work given that the objective of
the CoNAE is to use the Tronador to launch this series of small satellites as the first demonstration
of its operation.

Navigation, Guidance and Control
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1.2. Motivacion

Este proyecto se desarrolla en el marco de un acuerdo de colaboracion entre la Comision Nacional
de Actividades Espaciales (CoNAE) y la Facultad de Ingenierfa de la Universidad de Buenos Aires
(FIUBA), a través del Grupo de Procesamiento de senales, Identificacién y Control (GPSIC).

La CoNAE lleva adelante el proyecto “Inyector Satelital Para Cargas Utiles Livianas (ISCUL)” cu-
yo objetivo principal es la construccién de un lanzador satelital denominado Tronador II. Actualmente,
este proyecto se encuentra en una fase de desarrollo inicial, construyendo vehiculos de prueba (Vex).
Estos permiten validar cada subsistema del lanzador final, asi como también la tecnologia desarrollada
en el pais, mediante lanzamientos de menor escala.

Este es el caso del vehiculo Vex1B, lanzado exitosamente en Agosto de 2014 desde Punta Indio.
Este vehiculo permiti6é verificar el sistema de Guiado, Navegacién y Control asi como también los
sistemas de propulsién. E1 GPSIC también particip6 en el desarrollo del sistema de NG&C 2 de este
vehiculo.

Por otro lado, la CoNAE también se encuentra trabajando actualmente en el proyecto “SARE”
conformado por una serie de satélites livianos de arquitectura segmentada para observacién de la
Tierra. Cada uno de ellos poseerd un instrumento de medicién ademds de sus correspondientes sistemas
de guiado y propulsién. Se espera que el conjunto de satélites volando en formacién, ofrezca capacidades
similares a la de un satélite de mayor tamano. Esta es la hipdtesis de trabajo en la que se basan
las arquitecturas espaciales segmentadas, las cuales esperan reemplazar en ciertas aplicaciones a la
arquitectura monolitica tradicional. Esta novedosa estructura permite un menor costo de lanzamiento
asi como también la posibilidad de agregar o cambiar instrumentos de medicién del conjunto de forma
més rapida, y sin alterar el funcionamiento del conjunto. [17]

Ambos proyectos, ISCUL y SARE, se conjugan en este trabajo de investigaciéon puesto que el
objetivo de la CoNAE es que el Tronador lance esta serie de satélites como primera demostracién de
operacion.

2Navegacién, Guiado y Control



S.L. Sampayo 1.3. OBJETIVOS

1.3. Objetivos

El sistema de NG&C desarrollado en el marco de esta tesis se pensard de forma genérica, de modo
que pueda ser utilizado en cualquier tipo de orbita LEO, incluyendo la del SARE. Esta orbita resulta
muy exigente para el Tronador II, puesto que el vehiculo lanzador fue pensado para cargas més livianas
que este satélite. El Tronador podré lanzar el SARE al espacio, mas no alcanzar de forma directa la
altura en la que debe operar la misién. Para lograr ubicar el satélite en su altura de operacién es
necesario realizar una serie de maniobras de guiado. En este trabajo de Tesis se analizaran en detalle
estos temas, desarrollando un sistema de NG&C (poniendo el foco en los algoritmos del sistema) que
permita cumplir la misién requerida y lograr inyectar al SARE en la 6rbita adecuada.

Habitualmente, luego de inyectar el satélite en la 6rbita inicial, se recolectan los datos de navegacién
en la estacién terrena durante aproximadamente un dia para ser analizados por los ingenieros y definir
la secuencia de control a realizar. A continuacién se envian los comandos necesarios al satélite para
efectuar la transferencia orbital. En este proyecto se busca analizar una idea més innovadora que
dote de cierta inteligencia al vehiculo espacial de modo que pueda realizar auténomamente esta tarea,
mediante el andlisis de los datos generados por sus propios sensores y sin la intervencién de la estacion
terrena. Este sistema permitiria reducir los tiempos de operacién para la inyeccién orbital asi como
también reducir/eliminar los riesgos de la comunicacién tierra-satélite durante la etapa inicial. Este
sistema auténomo se ha estudiado en la literatura [21] e incluso implementado para ciertos casos
en la industria [Microcosm Inc.], principalmente para mantenimiento orbital (es decir, para realizar
pequenas correcciones a lo largo de la vida de la misién satelital). En el caso de esta Tesis se busca
desarrollar esta idea para la etapa de puesta en Orbita, también analizada en algunas fuentes como
[22].
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Capitulo 2

Introduccion

2.1. Guiado, navegacion y control

2.1.1. Navegacion

La navegacién es el proceso por el cual un sujeto o vehiculo en movimiento, calcula las variables
fisicas que describen instantaneamente su estado. El estado comprende por lo general, la posicion,
velocidad y orientacién respecto a cierto sistema de referencia, en algin sistema de coordenadas esta-
blecido.

La navegacion toma los datos de los sensores del vehiculo y los procesa de forma tal de calcular las
mejores estimaciones posibles del estado del mismo. Esta etapa es esencial en el control automaético
del objeto, ya que es la base sobre la cual se toman las decisiones necesarias de guiado y control.
Estimar incorrectamente la posicién de un vehiculo, por ejemplo, podria significar un inadecuado uso
de combustible, implicando pérdidas de dinero en el proyecto.

2.1.2. Guiado

Una vez que conocemos con cierta precision las variables de estado de nuestro vehiculo, queremos
que este realice una determinada trayectoria segiin nuestra conveniencia, esto es, queremos guiar al
objeto. Un avién, por ejemplo, al descender requiere alinear su direccién con la pista de aterrizaje
y orientarse suave y coordinadamente para culminar el vuelo exitosamente. En otros casos se busca
también que el vehiculo realice una trayectoria de forma tal de minimizar el uso de combustible u
optimizar algin otro parametro. El telescopio espacial Hubble, en diversas misiones de observacién
estelar, necesita orientar su foco hacia precisas direcciones en el universo, maximizando la visibilidad,
y por lo tanto optimizando el uso de instrumentos de medicién que tienen costos millonarios. En el
caso de la puesta en érbita de un satélite, es necesario guiarlo desde el punto de inyeccién hasta la
orbita de operacién de la misién.

2.1.3. Control

Con las variables de estado y la trayectoria de referencia a disposicion, el control es el encargado
de tomar decisiones inteligentes y dirigir los musculos del vehiculo, dando vida al objeto. Al mismo
tiempo, no debe perder de vista los requerimientos y cuidar del uso de los actuadores, que posiblemente
también tengan un costo sustancial en el proyecto.

Durante la vida de un satélite existen distintas tareas para las cuales es necesario algin tipo de
control automaético.
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Temperatura

Mientras una cara del satélite que mira directo al sol puede encontrarse a temperaturas de 100°C,
la cara opuesta, a la sombra, alcanza valores de 100°C bajo cero. En el medio, dentro del habitdculo,
hay electrénica funcionando. Para asegurar condiciones més propicias para este funcionamiento, un
control de temperatura es utilizado.

Paneles solares

Todos los circuitos de los que se compone el vehiculo utilizan una fuente de alimentacion eléctrica.
El Sol en la practica, es una fuente inagotable de energia solar que podemos manipular y convertir
(parte de ella) en energia eléctrica. Para esto se utilizan paneles solares y su eficiencia depende directa-
mente del dngulo de inclinacién con el cual se orienten de cara al Sol. En este sentido, es fundamental
un control automatico que oriente constantemente los paneles aprovechando al méximo la energia
solar. Ademds, en la etapa de lanzamiento, el satélite no puede viajar con los paneles desplegados,
no solo por el lugar que ocuparia, sino también porque las condiciones ambientales durante el vuelo
las destruirian. Por esta razén, al inyectarse en el espacio exterior, debe desplegar los paneles, y debe
hacerlo bien, ya que de eso dependera la energia para toda la mision.

Posicién

La mision particular que realizard el satélite, se disena para una Oérbita especifica, que impone
limites al movimiento traslacional de este. En principio, mientras no actien fuerzas externas sobre un
objeto orbitando la Tierra, este describira eternamente la misma trayectoria, definida por la fuerza de
atraccion entre los 2 cuerpos (la Tierra y el satélite). Sin embargo, esta situacién ideal solo se encuentra
en los primeros capitulos de los libros de Mecédnica Clasica y Astrodindmica. En la realidad, muchas
otras fuerzas perturban al objeto, ademds de la gravedad, lo que resulta en trayectorias diferentes de
las ideales. ! Por esto, es necesario un sistema que asegure que el vehiculo permanezca en la érbita
deseada. Esto se conoce también como control orbital, OCS, por sus siglas en inglés, Orbit Control
System. En otros casos también es necesario pasar de una érbita a otra. Por ejemplo, al comienzo de la
misién espacial, el lanzador satelital suele ubicar a la nave en una érbita cercana, pero no exactamente
la que necesita para operar. En general, la distancia entre los apogeos de ambas érbitas suele ser de
entre 30km y 70km [referencia a manuales de vehiculos]. Por otro lado, al final de una misién, cuando
el satélite cumple su vida util y deja de operar, muchas veces se reserva un poco de combustible para
maniobras de expulsién de la érbita. En el mejor de los casos, se intenta alcanzar la velocidad de escape
necesaria para dejar de orbitar la Tierra y perderse en el sistema solar. En otros casos, se lleva el objeto
a una érbita “cementerio”, bien definida y alejada de satélites operativos, en la cual descansan otros
objetos inoperantes. Para todos estos casos, es fundamental un control orbital que cuide la utilizaciéon
de los actuadores y utilice la menor cantidad de combustible, uno de los componentes mas caros del
proyecto.

Orientacion

La orientacién de un satélite refiere a su posicién angular en el espacio. En palabras simples, a
donde mira el satélite, o mas correctamente, hacia que punto del universo se orienta su eje principal.
Los objetivos de esta tarea son diversos, dependen directamente de la misién especifica que se esté
llevando a cabo. Un satélite de observacion de la Tierra, seguramente posea una camara éptica fija y
por lo tanto necesita orientar la nave de modo que apunte a la zona geografica que se desea capturar.
Un satélite de comunicaciones geoestacionario, como el ArSat, precisa iluminar con su antena los paises

IEstas fuerzas serdn presentadas en la seccién 2.14, al describir el modelo de la dindmica del satélite.

6
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sobre los que brinda sus servicios. Otros ejemplos atin mas interesantes se encuentran en las maniobras
de reencuentro (rendez-vous) entre naves espaciales. Este es el caso de un médulo de abastecimiento
que provea oxigeno y otros viveres a los astronautas de la Estacion Internacional Espacial. Este mdédulo,
luego de ser lanzado al espacio, debe aproximarse a la estacién suavemente y con una orientacién muy
precisa para acoplarse correctamente. La maniobra de descenso y aterrizaje del Curiosity, comandada
por el argentino Miguel San Martin, es otro ejemplo de control de orientacién y de traslacién, en este
caso para un vehiculo a por lo menos 60 millones de kilémetros de la Tierra sobre la superficie del
planeta Marte.

2.1.4. Sistema de control

Un sistema de control para estabilizar y poner en érbita un satélite se compone esencialmente de
estos tres bloques recién descriptos (Fig. 2.1). En este caso, la planta se corresponde con el modelo de
la dindmica del vehiculo espacial. Los actuadores son los motores de propulsiéon y ruedas de reaccion
del satélite. Los sensores son un receptor de senal GPS, giréscopos y acelerémetros.

En este trabajo de tesis se desarrolla una propuesta del navegador, el guiado y el control necesarios
para inyectar un satélite liviano en una orbita de baja altura, LEQ, en inglés, Low Farth Orbit.

In Out In Out p(In  Out P In Out In Out —PIn Out

Guiado Control Actuadores Sensores Navegador
Planta

Figura 2.1: Sistema de control tipico de NG&C
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2.2. Preliminares

En el campo de la Mecanica Clasica, la fisica analiza las interacciones entre los distintos entes de
un sistema por medio de la cinemética y la dindmica. Complementariamente, la matematica provee
herramientas y principalmente un lenguaje para describir los fenémenos fisicos. Una secuencia de pasos
muy util para encarar muchos problemas tecnoldégicos consiste en:

1. Definir un sistema de referencia.

2. Describir el sistema, las variables, los entes que participan y las interacciones que los relacionan
en funcién de la referencia definida anteriormente. En otras palabras, describir la fisica del
problema.

3. Adoptar un lenguaje para darle valor numérico a estas variables segiin sus magnitudes fisicas,
y utilizar los datos conocidos para descubrir, en funcién de estos, las incégnitas a resolver. En
otras palabras, la matematica del problema.

4. Eventualmente, si se desea que una computadora resuelva automaticamente el problema, se debe
escribir el algoritmo conceptual (o matematico) y finalmente el cédigo del programa a ejecutar,
paso que llamaremos: describir el algoritmo.

Este método resulta muy natural y sistematico, y en consecuencia se utilizara a lo largo del presente
trabajo para describir cada problema.

2.2.1. Tensores

En la literatura de todo problema asociado al guiado, navegacion y control, el lector se encuentra
con las ecuaciones diferenciales o a veces directamente con los modelos en variable de estado en tiempo
discreto que gobiernan la naturaleza del movimiento de un objeto mévil macroscépico. Muchas veces
la notacién utilizada deja lugar a dudas, para quien se esta introduciendo en el tema, sobre el sistema
de coordenadas en el cual se encuentra escrita una variable, o el sistema de referencia respecto al cual
se estd derivando.

Utilizaremos en este caso la notacién tensorial, porque nos provee un lenguaje independiente de
las transformaciones entre sistemas de coordenadas (dependientes del tiempo), y por lo tanto una
comprensiéon més simple, que principalmente deja claras las entidades fisicas que se estan tratando.

Una excelente descripciéon de esta herramienta y de su aplicacién al modelado y simulacién de
vehiculos aeroespaciales se encuentra en el libro de Zipfel, [25]. El lector es invitado a referirse a dicha
lectura para conocer en detalle estos temas.

En esta tesis solo se presentaran los resultados préacticos de dicho desarrollo, necesarios para in-
troducir el trabajo de modelado y simulacion realizado en este caso de estudio.

En particular, los tensores que se utilizaran a lo largo de este trabajo son los tensores Cartesianos
y se empleard la letra en negrita para escribirlos. Por ejemplo, el tensor de ler orden (que es un vector)
asociado a la posicién de un satélite respecto al centro de la Tierra lo escribiremos como: . En otro
caso, la velocidad de un vehiculo medida segin un observador fijo a la Tierra sers llamada v¥, con la FE
de Tierra (en inglés Farth). Se mantendran las referencias al idioma inglés, para mantener la sintonia
con las ecuaciones encontradas cominmente en la literatura. Lo importante para destacar es que el
significado de r es puramente fisico. Representa la posicién del satélite respecto a la Tierra, y esto
no depende de ninguna manera del sistema de coordenadas que se emplee para escribir las ecuaciones
posteriormente. La posicién del satélite seguira siendo la posicion del satélite en coordenadas terrestre,
inerciales o geograficas, a pesar de que los niimeros que se utilicen para representarla varien de sistema
a sistema (mds adelante se explicaran en mayor detalle los sistemas de coordenadas).

8
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1° dia de

Solsticio \ /7 de verano

de invierno

=

{ 7 1°diade
primavera
Vector vernal

Figura 2.2: Primer punto de Aries y de Libra. Estaciones en referencia al hemisferio Sur.

2.2.2. Terminologia

El plano de la 6rbita que describe la tierra alrededor del Sol se denomina cominmente plano
de la ecliptica. La ecliptica es la trayectoria “aparente” que describe el Sol alrededor de la Tierra,
desde el punto de vista de un observador parado en el planeta. La Tierra a su vez rota sobre si
misma alrededor de un eje perpendicular al plano que contiene al ecuador terrestre y se encuentra
inclinado 23.5° respecto al plano de la ecliptica. Este tltimo plano intersecta al ecuador en 2 puntos: el
primer punto de Aries, simbolizado con T, y el primer punto de Libra, simbolizado con -~. Cada uno
apunta a la constelacién que su nombre indica respectivamente. Otra forma de ver estas direcciones
es imaginando un vector trazado entre el centro de la Tierra y el Sol, en el primer dia del otono del
hemisferio Sur. La direccién hacia el Sol de este vector apunta al primer punto de Aries, también
llamado “punto vernal”, y la direcciéon opuesta al primer punto de Libra, como en la figura 2.2.

Polo Norte celeste
Cenit

s
2
L2

Polo Norte
geografico

Meridiano

de Greenwich -—QObservador

Ecuador
Ecliptica ‘
\f,y

Boveda celeste

Nadir

Figura 2.3: Terminologia astrondémica.
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La boveda celeste o esfera celeste es una esfera imaginaria que rodea a la Tierra y donde se proyectan
los astros.

El polo Norte celeste es el punto imaginario sobre la béveda celeste a donde se orienta el eje de
rotacion terrestre. Se encuentra directamente encima del polo Norte geografico a una latitud de +90°.
Si se mira al cielo en el hemisferio norte, este punto se encuentra a menos de 1°de la estrella Polaris.

El cenit es el punto donde se intersecta la béveda celeste con la vertical de un observador parado
en la Tierra. El nadir es el punto diametralmente opuesto, sobre la esfera celeste. Otra forma de
comprender estos puntos es trazando una recta entre un observador y el centro de la Tierra. Las dos
intersecciones de esta linea con la esfera celeste son el nadir (si el observador mira hacia el centro de
la Tierra), y el cenit (si mira hacia el cielo).

2.3. Sistemas de referencia

Habitualmente los conceptos de sistemas de referencia y sistemas de coordenadas suelen confun-
dirse en los primeros cursos de fisica, aunque su diferencia es fundamental.

El sistema de referencia (en inglés llamado frame) es la estructura o el marco que se elige para
definir el espacio fisico sobre el cual se trabajard y a partir del cual se definirdn las distintas variables
fisicas. Por ejemplo, si se quiere trabajar la orientacién de un vector en el espacio es necesario definir
direcciones principales sobre las cuales medir, de alguna manera, dngulos y rotaciones.

Una definicién formal para este concepto, tomada del libro de Zipfel [25], es la siguiente:

Sistema de referencia Conjunto de puntos ilimitado sobre el espacio tridimensional Euclidiano
con distancias invariantes que posee al menos 3 puntos no colineales.

Lo mismo sucede al tomar derivadas, por ejemplo la velocidad, derivada de la posicién. Es fun-
damental definir respecto a qué referencia se deriva la posicién, puesto que un observador inercial
mediria cierta magnitud, mientras que por ejemplo otro moviéndose sobre un vehiculo mediria otra.

ECI-J2000

Un ejemplo clasico de sistema de referencias, que se usa muy seguido en este trabajo, es el deno-
minado “Geocéntrico - Inercial”, conocido por sus siglas en inglés ECI, Farth Centered Inertial. El
sistema ECI se encuentra fijo a las estrellas Su direccién en 2, apunta al primer punto de Aries, desde
el centro de la Tierra. La direccién en 1, commde con el eje de rotacion terrestre con sentldo al polo
Norte celeste. Finalmente, la direccién en zy completa la terna derecha de modo que 1y X 1y = zy La
representaciéon de esta terna se simboliza mediante la letra caligréafica Z, el origen I’, y los 3 vectores
ortogonales:

1= {I/a gxa%ya ;z}

Cabe destacar que, debido al sutil fenémeno de precesion planetaria, el eje de rotacién terrestre
(eje i, en ECI) describe el famoso “cabeceo cénico” y por lo tanto no se mantiene precisamente fijo
a las estrellas. Es por eso que se hace necesario definir el sistema para una cierta fecha. Por ejemplo,
hoy en dia es comun utilizar como referencia el sistema ECI definido para el 1° de Enero del afio 2000,
razén por la cual se denomina ECI-J2000.

10
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Ve

Figura 2.4: Sistema de referencia inercial, ECI.

Ecuador

Figura 2.5: Sistema de referencia ECEF.

11
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ECEF

Este sistema serd llamado indistintamente terrestre y, por sus siglas en inglés, FCEF, Earth Cen-
tered Earth Fized. Se encuentra fijo al planeta Tierra. Su direccién en é, se orienta al punto de
interseccion entre el ecuador terrestre y el meridiano de Greenwich, desde el centro de la Tierra. La
direccién en €, coincide nuevamente con el eje de rotacion terrestre con sentido al polo Norte celeste.
Finalmente, la direccién en €, completa la terna derecha de modo que €, x &, = €&,.

El sistema se representa mediante:

E={Fé,,é,¢é.}

Cuerpo

Otro sistema muy utilizado en las aplicaciones de vehiculos aeroespaciales es el sistema de cuerpo.
Las direcciones de la terna que lo representa suelen hacerse coincidir con las direcciones de los ejes
principales de inercia del vehiculo. Otras veces se apunta la direccién en b, hacia la nariz del vehiculo,
By hacia el ala derecha y b, hacia abajo.

Figura 2.6: Sistema de referencia de cuerpo.

El sistema se representa mediante:
B={B,bs,by,b.}

donde B’ coincide con el centro de masa del vehiculo.

Orbital RPY

El origen de la terna orbital RPY se encuentra en el centro de masa del satélite. La direccién en
z se orienta hacia el nadir, y se llama eje de yaw, #,4,. Por otro lado, la direccién en x se encuentra
en el plano de la érbita, es perpendicular a z y su sentido es a favor del movimiento del satélite. Este

12
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eje se denomina de 1oll, 7. 2. Como es costumbre, y completa légicamente la terna derecha, y el
eje correspondiente se conoce como eje de pitch, Tpicn. Los apodos de los ejes cobraran sentido en la
seccién siguiente, al relacionar este sistema con la terna de cuerpo. Sucede que se define la orientacion
del cuerpo rigido en relacién a esta terna orbital RPY.

Figura 2.7: Sistema de referencia orbital RPY.

Cada eje del sistema también puede definirse a partir de la posicién () y velocidad (v) del vehiculo,
coherentemente con lo recién expuesto:

- 'f;pitch = (’U X 'I”)m
" oy = ﬁpitch X fﬁyaw
El sistema se representa mediante:
R = {R/; 'f’rollv 'f.p’itCh7 'Fyaw}

donde R’ coincide con el centro de masa del vehiculo.

La direccién en x puede coincidir con la direccién de la velocidad del satélite (en el caso de una érbita circular), o
bien con la proyeccién de la velocidad sobre la recta perpendicular a z sobre el plano orbital (en el caso de una dérbita
eliptica).

13
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2.4. Sistemas de coordenadas

Por otro lado, el sistema de coordenadas es la herramienta matematica que se utiliza para asignar
numeros algebraicos a cierta magnitud fisica. Estos valores numéricos se denominan coordenadas, y
se arreglan en forma de matrices, ya que estas son muy convenientes para resolver las ecuaciones, y
especialmente al momento de escribir el codigo computacional.

Algunas definiciones formales para el caso general de tres dimensiones, tomadas del libro de Zipfel
[25] son:

Coordenadas Numeros algebraicos ordenados, llamados n-tuplas.

Sistemas de coordenadas O Sistemas coordenados, son entidades abstractas que establecen una
correspondencia uno a uno entre elementos del espacio tridimensional Euclidiano y las coordenadas.

Sistemas de coordenadas Cartesianos Son sistemas coordenados en el espacio Eculidiano para
los cuales vale la métrica Cartesiana: & =, 27

Ejes de coordenadas O Ejes coordenados, son la imagen geométrica de las escalas matematicas
de los nimeros algebraicos.

Transformacién de coordenadas Es un renombramiento de cada elemento del espacio Euclidiano
con nuevas coordenadas, de acuerdo a cierto algoritmo. Un sistema coordenado se dice que se encuentra
asociado a un sistema de referencia si las coordenadas de este ultimo sobre el primero se mantienen
invariantes a lo largo del tiempo.

Cada sistema de referencia tiene asociado un sistema de coordenadas preferido, cuyos ejes coorde-
nados coinciden con las direcciones principales del sistema de referencia y el origen es el mismo. Esta
es la razén por la cual en los libros suele utilizarse el mismo término indistintamente para sistemas de
referencia y de coordenadas, como si fueran sinénimos. Si bien esto facilita la redaccion, es importante
tener claro que conceptualmente tienen significados distintos. Marcar esta diferencia ademaés distingue
mejor la fisica de la matematica del problema en cuestion.

2.4.1. Transformacién de coordenadas

Sea un tensor de primer orden & que se escriba en cierto sistema de coordenadas A como [x]4, y
sea otro sistema de coordenadas B, escribiéndose el mismo tensor en este sistema [x]7, entonces, la
transformacion de coordenadas que relaciona ambos arreglos es:

[)® = CX[=]"

Ahora supdéngase que la terna de vectores que caracteriza al sistema A sea a1, as, a3y de igual manera
con el sistema B sea by, bo, b3, entonces la matriz de cambio de base CE se escribe:

Ch=[1a]" [as)? [ag)? | =] [Bu]* [Ba]* [Bs]* ] = | ([b2]*)"

14
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B
a1
Si las componentes de cada vector columna son [ai]B = ag , 1 =1,2,3, entonce esta matriz
aB
. . Z3
puede escribirse entonces como:
B _B B
app a4z 11 €12 €13
B B B B
B _B B
Gy3 a3 dsz3 €31 €32 (33

Esta matriz también se denomina matriz de cosenos directores, DCM, ya que

an
T
cos£(br,ar) = ([]?)" [a]P=[1 0 0] | af} | =af
ay3

Y en general para cada elemento:

cos £(b;, ay) = ab. = ci; i=1,2,3; k=1,2,3

A lo largo de este trabajo se utilizaréan los sistemas de coordenadas preferidos asociados a los
sistemas de referencia descriptos anteriormente.

ECI a ECEF

Una de las transformaciones mas utilizadas durante este trabajo es aquella que relaciona la terna
inercial con la terrestre. La Tierra rota sobre el eje i. El tiempo que tarda en dar una vuelta completa
de 360°, y por lo tanto, el tiempo que tarda en orientarse a la misma constelacion de estrellas luego
de una rotacién, se denomina dia sideral. Este lapso de tiempo difiere del tiempo que tarda en mirar
con la misma cara al sol, el dia solar, en unos 4 minutos. Esto es debido a la traslacién del planeta
alrededor del Sol, simultdnea a la rotacién sobre su propio eje. El &ngulo que caracteriza la orientacion
de la terna ECEF respecto a la ECI, y por lo tanto la fraccién del dia sideral en que se encuentra la
Tierra, se denomina dngulo horario, =, y se puede ver en la figura 2.8.

La transformacién que relaciona estos sistemas es entonces una rotacién en 7Z positivo de la terna

ECI:
cos= sin= 0

CE=C,(2)=| —sinZ cosZ 0
0 0 1

15
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Figura 2.8: Sistema de referencia ECEF y ECI.

Cuerpo

La transformacion entre una terna de referencia y la terna de cuerpo se puede realizar de varias
maneras. En particular cuando ambos sistemas coinciden en el origen, la transformacién es una sucesiéon
de tres rotaciones. Lo que difiere en las diversas formas de realizar este cambio de coordenadas es el
tipo y el orden de rotaciones realizadas. En este trabajo, el orden que se utiliza para orientar un cuerpo
rigido en el espacio es “ZYX”. Esto significa que para alcanzar la orientacién de la terna de cuerpo,
se deben realizar sobre la terna de referencia las siguientes operaciones:

1. Rotacién sobre el eje Z en un dngulo ¢, llamado yaw
2. Rotacién sobre el eje Y en un dngulo 0, llamado pitch
3. Rotacién sobre el eje X en un angulo ¢, llamado roll

Esta transformacién se describe matematicamente como una productoria de matrices de cambio de
base representando cada rotacién. Un vector de coordenadas [z]f se pasa a coordenadas de cuerpo
[x]Z mediante:

[2]” = Cu(9)Cy(0)C. () [x]"
CR = Cu(¢)Cy(0)C= ()

Como aclaracién, se puede destacar que las rotaciones 2 y 3 (eje Y y eje X) se realizan sobre
sistemas de coordenadas distintos, y no sobre los ejes del sistema de coordenadas inicial, R. Es decir,
luego de la rotacion inicial sobre Z, i.e. %y, la segunda rotaciéon se da sobre un sistema intermedio,
cuyo eje Y fue rotado respecto al inicial #,, segin C,(¢). Este mecanismo sucede nuevamente en la
ultima rotacién, que se da sobre el eje X de un otro sistema intermedio, producto de rotar la terna de
referencia en Cy(0)C(1)).

16
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2.5. Leyes de Kepler

En el afio 1594, Johannes Kepler abandonaba sus estudios de teologia en Tiibingen, Alemania,
para dedicarse al dictado de un seminario de matematica en Graz, Austria. Fue en esa estadia que,
motivado por la teoria heliocéntrica de Nicolds Copernico, comenzé a desarrollar la idea de que el
movimiento de los planetas se debia a una fuerza ejercida por el Sol, proporcional a la inversa de la
distancia. Luego de sus primeras publicaciones cobré fama y llamo la atencién de un astrénomo danés,
Tycho Brahe, quien por entonces se encontraba trabajando en Praga e invité a Kepler a asistirlo en
el calculo de las érbitas planetarias. En el afio 1609, luego de la muerte de Tycho, J. Kepler publicé
en Praga su obra Astronomia Nova, donde enuncié tres leyes empiricas referidas al movimiento de los
planetas alrededor del Sol.

Primera Ley de Kepler (()rbita eliptica). La drbita que describe cada planeta es una elipse
con el Sol ubicado en uno de sus focos.

Segunda Ley de Kepler (Ley de &areas). El vector radial que indica la posicion del planeta
respecto al Sol barre dreas iguales en tiempos iguales.

Tercera Ley de Kepler (Periodos). FEl cuadrado del periodo de revolucion, Tfr
3

a a° con a la distancia media al Sol.

p, €8 proporcional

2.6. Leyes de Newton

Ma3s tarde, en 1687, Isaac Newton, basado en los trabajos de J. Kepler y Tycho Brahe, postuld
en su Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, las famosas tres leyes fisicas que gobiernan el
movimiento de un cuerpo, ademas de la ley de gravitaciéon universal.

2° Ley de Newton La fuerza a la que se somete un cuerpo puntual de masa m es proporcional a
su aceleracién, a.

F =ma (2.1)
dv  d%r

donde r la posiciéon y v la velocidad. Es importante que las derivadas son respecto a un sistema de
referencia inercial, fijo en el espacio.

Ley de gravitacion universal La fuerza de atraccién que experimentan dos cuerpos de masas mq
y Mo, ¥ posiciones 71 y 7o, por efecto de la gravedad es:

mimsa

Fggl = —G (7’2 — 7‘1) (23)

|72 — 713

donde G = 6,67384 - 10_11%@2 es la constante de gravitacién universal.

La terna que se ve en la figura 2.9 debe entenderse como un sistema de referencia inercial. Es solo
un accidente que permite interpretar mas amigablemente el concepto de posicion. No es un sistema
de coordenadas. No tiene importancia la ubicacién de su origen, bien podria ubicarse en cualquier
lugar del espacio, siempre y cuando se mantenga fijo en la misma posiciéon, de modo que las derivadas
respecto a este sistema sean inerciales y asi escribir la segunda ley de Newton. En este sentido, es
importante que la norma ||ry — r1|| queda bien definida sea cual sea el sistema de coordenadas que se
utilice, puesto que se trata de una diferencia entre dos vectores.

17
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Figura 2.9: Ley de gravitacién universal.

Las leyes de Kepler finalmente se deducen de las leyes de Newton, con lo cual solo alcanza con estas
ultimas para analizar el problema de la mecédnica celeste. Sin embargo, el hecho de que el movimiento
traslacional se realice en un plano (consecuencia de la primera ley de Kepler) nos permite eliminar
una dimensién de nuestro problema y agilizar el desarrollo.

2.7. Parametros orbitales

Vista la primera Ley de Kepler, sabemos que el movimiento de un satélite en condiciones ideales
(sin perturbaciones) describe una elipse. Veamos entonces una serie de medidas que definen la forma
de esta figura geométrica.

2.7.1. Medidas de la elipse

La ecuacion de una elipse estd dada por:

u\ 2 v\ 2 1
1 () -
G+ G
donde a es el semieje mayor, b es el semieje menor y u,v son las coordenadas de la posiciéon de un

punto r cualquiera de la elipse,
r=ut+vJ

El sistema de coordenadas N' = {O, i, 3} tiene origen en el punto O de la figura 2.10, centro geométrico
de la elipse.

Los focos de la elipse 3 son dos puntos ubicados, como muestra la figura 2.10, de forma tal que la
suma de las distancias entre un punto de la elipse y cada foco es constante e igual a 2a para todo punto
de la curva. El desplazamiento del foco respecto al origen de coordenadas estd dado por el pardmetro
c:

A =a> -1

Tomando como referencia un foco, el punto de la elipse mas alejado se denomina apodpside y el mas
cercano peridpside. Cuando en este foco ubicamos a la Tierra y usamos la elipse para describir el
movimiento de un satélite, estos puntos cambian de sufijo resultando: apogeo y perigeo. En otro caso,
por ejemplo, al ubicar el Sol en dicho foco y describir el movimiento de un planeta con la elipse, los
nombres pasan a ser apohelio o afelio y perihelio. Tratdndose del planeta Jupiter en otro caso, se
conciben estos puntos como apojove y perijove; y para el caso de la Luna, aposelenio y periselenio.

3También llamados foci, por su origen en latin
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Figura 2.10: Parametros de la elipse.

Llamaremos r, a la distancia entre el foco de referencia y el apodpside, y 7, para el peridpside. La
linea que une el apoapside y el peridpside se denomina linea de dpsides.

rTp=a—C¢C
Tqg = a4+ C

Otro parametro fundamental en la descripcion de la elipse, que se desprende de los anteriores, es
la excentricidad, definida como la relacion:

c
e=—
a

que nos da una idea de cuén eliptica es la érbita. e = 0 corresponde a un circulo, 0 < e < 1 a una
elipse, e = 1 a una parabola y finalmente e > 1 a una hipérbola.
Este parametro permite escribir el semi-eje menor de la elipse, b, como:

b=ay1—e? (2.4)
Existe otra constante geométrica denominada semi-latus rectum, cuya férmula es:
p=a(l—e?) (2.5)

Con estas definiciones se puede formular:

p
rp=a(l—e) =1 — (2.6)
re =a(l+e) = e (2.7)
o TaTp
g +Tp

Por otro lado, para localizar en que punto de la érbita se encuentra el cuerpo, se utilizan diferentes
medidas relacionadas al angulo barrido y al tiempo transcurrido.
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Angulo

En lo que respecta a la posicion angular, se utiliza la anomalia verdadera, f, y la anomalia excéntri-
ca, E. La primera define exactamente el dngulo formado por el radio vector del cuerpo (con origen en
el foco de referencia) y la linea que une el foco con el perigeo. Si se desplaza el sistema de coordenadas
N en c unidades sobre el eje 1 positivo, se obtiene un sistema con origen en F'1, que se puede llamar
O = {F1, 61,69}, ver Fig. 2.10. En este sistema, la posicién del cuerpo estd dada por:

T = 101 + Yoo
En este sistema la anomalia verdadera recién definida se puede calcular con el arcotangente
_ Y
f = arctan =
x

En cambio, la anomalia excéntrica mide el dngulo dado por la proyeccién del cuerpo sobre una
circunferencia de radio igual al semi-eje mayor de la elipse, y respecto al origen de coordenadas de la
elipse. Esto puede verse con mayor claridad en la figura 2.10.

Mediante relaciones trigonométricas, se pueden escribir las siguientes formulas que relacionan am-
bos parametros:

e+ cos f ) sin f1/1 — €2
coskh = ——— s§ing=>-42Y- ~
1+ecosf 1+ecosf
cosE —e sin Ev/1 — e2
_ o SmEVIE—e 2.8
cos f 1—ecosE’ sin.f 1—ecosf (28)

f [1+e E
tan = = tan —
2 1—e 2

Se puede demostrar geométricamente, [4], que una férmula para el radio vector en funcién de la
anomalia excéntrica esta dada por:
r = all — ecos E|

Tiempo

La anomalia media, M, es otra medida de posicién angular, pero en este caso se relaciona mas con
el tiempo transcurrido desde el ultimo paso del vehiculo por el peridpside, y se define como:

M =n(t—tp,)
M = nt + My, My = —nt, (2.9)
con
n=+/p/a’ (2.10)

denominado movimiento medio, y t, el instante de tiempo correspondiente al tltimo paso por el
periapside.
Con estas definiciones, también es posible escribir, de acuerdo a la ley de areas de Kepler, la férmula

para el periodo orbital:
2w

Torp = — (2.11)
n
Por otra parte, la anomalia media se relaciona con la anomalia excéntrica segun:
M =F —esinE (2.12)
Esta ecuacién, también conocida como ecuacién de Kepler, es trascendente y solo puede resolverse para

FE de manera numérica. Existen muy variados métodos de andlisis numérico para resolver este proble-
ma, entre los que se encuentran més comunmente las aproximaciones sucesivas y Newton-Rawphson,

[24].
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2.8. Ecuacién de la orbita de un satélite

Por lo que sabemos de Mecanica Clésica, si conocemos las condiciones iniciales de posicién, velo-
cidad y orientacién de un cuerpo; y el comportamiento de las fuerzas y momentos externos actuantes
sobre este, el movimiento queda completamente determinado para todo instante de tiempo, mediante
la integracion de las ecuaciones de Newton y Euler.

La primera aproximacién que se puede hacer para el problema de un satélite orbitando la Tierra,
es que nuestro planeta es perfectamente esférico, y que nada en el universo interactia con el sistema,
excepto el propio satélite y la Tierra. Esto es, se tienen dos cuerpos con masas y condiciones iniciales
conocidas, que se atraen mutuamente en el vacio. Por este motivo la unica fuerza interactuante es
la atraccién gravitatoria, dada por la ley de inversa del cuadrado de Newton (2.3). Para este caso se
tomard como cuerpo 1 a la Tierra, de masa mp y posicion rp; y cuerpo 2 al satélite, de masa mg y
posicion rg. Sea ademas r = rg — rp = 1o — 71, y la fuerza que sufre el satélite Fg, mientras que la
del planeta Frr. Ambos cuerpos sufren una fuerza de igual magnitud || Fr| = ||Fs|| = F. Sin embargo,
las aceleraciones son muy distintas, dadas por

Fr F
lar| =~ = —
mr mr

Fg F

las|l = e =
s  mg

Considerando que la masa de la Tierra es mucho mayor que la del satélite, la aceleraciéon que sufrird
el planeta serd despreciable frente a la que experimentara el vehiculo.

mr 3> mgs = |lar|| K ||as]|

De modo que se puede tomar para los fines practicos que la Tierra se mantiene fija en el espacio
inercial, mientras que el otro cuerpo se ve atraido hacia esta. Por este motivo, y como la posicion del
satélite que nos interesa es justamente respecto al centro de masa de la Tierra, la posicién, velocidad
y aceleracion del satélite coincidirdn con

vV =—

dt
dv d>r

T dt d?
Notese que hasta el momento todas las variables utilizadas son tensores de orden 0 y 1, represen-
tando magnitudes fisicas. El analisis hasta aqui es independiente del sistema de coordenadas que se
escoja para trabajar matemdaticamente. La ecuacién diferencial, en su forma tensorial, que gobierna el

movimiento del satélite segin las ecuaciones (2.1) y (2.3), esta dada por:

mga = Fg
dv mrms
mg— = —
dt (2l

Como la masa del satélite figura en ambos miembros de la ecuacion, se simplifica.

d
v _ -G mT3r
(7]l

i
Usualmente, el producto constante Gm, donde m la masa de un planeta, se denomina pardametro de
gravitacion estandar, y se lo designa con la letra p. En el caso de la Tierra, que posee una masa
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mr = 5,972 - 10**kg, este parametro toma el valor p = 3,9860044189 - 1014’:—23. De forma, que la
ecuacion se reduce a:

dv 7
>~z _ P
dt r3
donde r = ||r||. Resta la ecuacién diferencial de la posicién, dada por (2.2):
dr
T w
dt

Ahora si, se estd en condiciones de abordar la matemdtica del problema. Tomando el sistema de
coordenadas ECI, con origen en el planeta (ver 2.3), queda:

] = e
il

Para que el sistema quede determinado, son necesarias condiciones iniciales en posiciéon y velocidad,
A A
ro =r(t=0) vo=v(t=0)

Es notable que la fuerza de gravedad Fs puede escribirse como gradiente de otra funcién, i.e. es
una fuerza conservativa

T
FS(T) = —%ms; = —VV(T‘)
_ K
V(’I") = Tms

A veces se utiliza un potencial relativo a la aceleracién
U(r) = V(r)/mg = —% (2.13)
tal que la aceleracién de la gravedad sea
as = —-VU(r)

Un desarrollo de este problema en coordenadas cartesianas puede encontrarse en [24], mientras
que otro en coordenadas polares puede verse en [19]. También es posible llegar a la solucién mediante
una aproximacién puramente geométrica como en [4]. Ninguna de estas deducciones se replicardn
en este documento, pero son fundamentales para la comprensién minuciosa de las férmulas. Solo se
presentaran los resultados necesarios para el posterior andlisis y desarrollo del trabajo de tesis.

Es conveniente definir el momento angular especifico como el momento angular por unidad de
masa:

L
h=—=7rxw (2.14)
m

h =]

Debido a la conservacion del momento angular, esta magnitud se mantiene constante para el caso de
orbitas ideales keplerianas y se relaciona con el radio mediante:

df
h=r?=> 2.15
" (2.15)

Se puede probar mediante deducciones geométricas, que el pardmetro semi-latus rectum, p definido
en la seccién 2.7, se escribe en funcién de h segun:

p= m (2.16)
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Hiperbdlica
e>1

Eliptica
O<ex<l1

Circular
e=0

Parabolica

Figura 2.11: Tipos de 6rbitas

Finalmente, se llega a la formula que describe el comportamiento del médulo de la posicion r = ||7||
en funcion de la anomalia verdadera f:

p

"= 1+ecosf

(2.17)

Las soluciones de esta ecuacién segun el valor de excentricidad, son curvas conicas. Estas corres-
ponden a las distintas intersecciones posibles entre un cono y un plano, segtin la inclinaciéon de este
ultimo (que se correlaciona con la excentricidad resultante), y pueden subdividirse en 4 casos.

2.8.1. Orbitas Circulares

En este caso la excentricidad es nula, e = 0, con lo cual, reemplazando en (2.17) el médulo del
radio vector r se mantiene constante a lo largo de toda la trayectoria e igual a:

h2
’r:p:—
"

Ademds, como r es constante, entonces h también lo es, y por la definicién vista anteriormente:
h =||r x v|| = rvcos(p)

Como r y v son ortogonales en todo punto de la érbita (ya que es un movimiento circular uniforme),
B es constantemente nulo, y queda:

h=rv

h2 2
Lo (rv)

2 2
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Donde se ve que el médulo de la velocidad es también constante.

2.8.2. Orbitas Elipticas

Este es el caso general de orbitas satelitales, las drbitas circulares se pueden pensar como solo
un caso particular de dérbitas elipticas. La excentricidad toma valores entre cero y uno, 0 < e < 1.
Mediante ecuaciones de energia se obtiene una férmula para la velocidad que es muy importante y se
utilizard a lo largo del trabajo, denominada ecuacién Vis- Viva 4.

v op op
-7 _ 2.18
2 r  2a ( )

2.8.3. Orbitas Parabdlicas

Este tipo de érbitas no tiene mucha importancia practica, es mas bien un limite matemaético entre
las orbitas elipticas y las hiperbdlicas que se veran en breve. Sin embargo, los siguientes valores sirven
de referencia y su explicacién es interesante. Para este caso, la energia potencial es igual a la energia
cinética del sistema. La excentricidad es exactamente 1, e = 1, y la velocidad depende del radio segtn:

v = QH
r
Este valor de velocidad es especial y se denomina velocidad de escape, puesto que al alcanzarse, el
vehiculo vence la atraccién del cuerpo central, escapando de su érbita.

2.8.4. Orbitas Hiperbdlicas

Las érbitas hiperbodlicas se caracterizan por poseer energia cinética mayor que la potencial, por lo
tanto superan la atraccién del cuerpo central y describen una trayectoria homénima, con este (el cuerpo
central) en uno de sus focos. La importancia de estas drbitas subyace en los viajes interplanetarios,
como por ejemplo la sonda Juno, lanzada por la NASA en 2011, que cruzé el cinturén de asteroides
y alcanzé la érbita del planeta Jupiter en Julio de 2016 para estudiar la composicién gaseosa de su
atmosfera y su campo magnético.

2.9. Orbita en el espacio

Si el cuerpo orbital se trata de un satélite de observacion terrestre, interesa entonces conocer la
orientacién de la érbita respecto a la Tierra de modo de poder predecir las regiones que observard en
cada momento. Si por otro lado se trata de una sonda interplanetaria, se requiere conocer la ubicaciéon
de la érbita inicial en la que se lanza el vehiculo para que al alcanzar la velocidad de escape y vencer
la fuerza de atraccion terrestre, se encuentre en la direccion al planeta deseado. Para describir la
orbita en el espacio se definen tres angulos que esencialmente transforman la elipse de un plano de
dos dimensiones a uno de tres. Estas medidas son angulos de Euler, con la salvedad de que el orden
de las rotaciones es distinto al utilizado para el satélite.

Inclinacion

El dngulo que se forma al inclinar el plano orbital respecto al plano XY inercial, se denomina
inclinacion y de ahora en mas llamaremos ¢. Otra forma de definir la inclinacién es como el angulo
entre h y el eje Z de la terna inercial, 7.

4 La ecuacién Vis-Viva estricta se formula en funcién de la energfa y es general para todos los tipos de érbitas. Se
escribe aqui el caso particular de las elipticas que coincide con las circulares y seran las utilizadas en este trabajo.
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nodo descendente

apogeo

nod o ascendente

Figura 2.12: Sistema de referencia perifocal y pardmetros de la érbita.

Longitud del nodo

Los puntos en los que se intersectan el plano ecuatorial (XY inercial) y la érbita se denominan
nodos, y la linea que los une linea de nodos. En su trayecto, cuando el satélite pasa de una posicién
con Z negativo (inercial) a Z positivo (es decir, cruza del hemisferio Sur al hemisferio Norte), el nodo
que atraviesa se denomina nodo ascendente. En el otro nodo sucede entonces lo opuesto y por lo tanto
es llamado nodo descendente.

La longitud del nodo es entonces el angulo, €2, formado entre el eje X inercial y el nodo ascendente.
Se puede construir un vector n, como producto vectorial entre el eje Z de la terna ECI y el momento
angular especifico:

no=1,xh (2.19)

de modo que apunte hacia el nodo ascendente. De esta manera, queda claro que la longitud del nodo
es el dngulo entre 2, y n,.

Argumento de Perigeo

El argumento de perigeo es el angulo, w, que forma el radio vector que apunta al perigeo de la
6rbita en el espacio ([r,]!) respecto a la linea de nodos (desde el nodo ascendente).
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2.9.1. Sistema de referencia perifocal

El sistema de referencia perifocal posee origen en uno de los focos de la elipse, aquel donde se
encuentra el planeta. El eje 6, se orienta hacia el perigeo de la dérbita, y es colineal con la linea de
apsides. El eje 6, se encuentra en el plano orbital, perpendicular al eje de perigeo, y el eje 6y, tiene
el sentido y la direccién del momento angular de la érbita. Estos ejes se relacionan de forma tal que
0, X 6, = 0y,. El sistema queda definido como:

O = {07 6]77 6’1)7 6h}

En otras secciones se destacd que r es un tensor que representa la posicion del satélite y no depende
del sistema de coordenadas que se utilice para representarlo. Por ejemplo, en coordenadas del sistema
perifocal O se puede escribir:

T = 20p + Y0, + 00y

En cambio, en el sistema de coordenadas inercial, ECI, las componentes de la posicién difieren

r = Xi, +Yi, + Zi,

La transformacién que relaciona ambas tuplas es una sucesion de rotaciones, con los elementos
descriptos en la seccion anterior. Si se parte del sistema de coordenadas inercial y se intenta llegar a
la orientacion del sistema perifocal, la sucesién de dngulos de Euler es en orden “ZXZ”:

1. Rotar en el eje Z, un dngulo de 2
2. Rotar en el eje X, un angulo de ¢
3. Rotar en el eje Z, un angulo de w

Nétese que esto es una rotacién del sistema de coordenadas, y no la rotacién de un punto dentro de un
mismo sistema de coordenadas. Por consiguiente, cada rotacion se puede representar con una matriz
de cosenos directores. Componiendo estas se obtiene:

[7]? = Co(w)Co (D) O (D)) (2.20)

[r]? = CP[r)!

2.10. Vector de elementos orbitales clasicos

Este juego de seis parametros, describe completamente a una érbita kepleriana. Es 1til construir
un vector a con dichos elementos:

=ZDE s o029
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Este conjunto es equivalente a las 6 componentes de posicién y velocidad en el mismo punto de la
orbita,

a={r(t), v(t;)}

Asi como existen infinitos conjuntos de posicién y velocidad, dados por cada instante de tiempo ¢;, que
describen exactamente la misma érbita, también existen distintos conjuntos o que representen equi-
valentemente la misma érbita kepleriana. Por ejemplo, una érbita de inclinacién nula, un argumento
de perigeo w = 3 (sea cierto angulo 3), es indistinguible de otra 6rbita de inclinacién nula y longitud
de nodo €2 = 3, esto es:

{i=0,w=0,2=0}={i=0,w=0,Q2=73}

Esto se debe a que a que al anular la rotacion en el eje X, la rotacién que orienta a la érbita en el
espacio, ec. 2.20, se compone de dos rotaciones sucesivas en el eje Z dadas por w y €.

Incluso sin anular ninguna rotacién es posible encontrar conjuntos de valores distintos de {i,w, Q}
que sean equivalentes.

2.11. Transformaciones entre los elementos orbitales y [r, v]

2.11.1. De «x a [r, v

Las coordenadas (z,y) en el sistema perifocal O (ver Fig. 2.10 y sec. 2.9.1) se escriben en funcién
de los elementos orbitales segiin:

r=acosFE —c
y="bsink
z=0

La anomalia excéntrica, E, se obtiene a partir de la anomalia media, M, por métodos numéricos a
partir de la ecuacién de Kepler (2.12).
Luego se pasa la posicion a la terna inercial segin la transformacién inversa de la ecuacion 2.20,

[r)! = Chlr)°

donde CL = (C9) ™! = CL(—=Q) C(—i) Ca(—w)

En Sidi [19], se demuestra que la velocidad en coordenadas del sistema perifocal toma la siguiente
forma:

2
v= M[— sin E6, + /1 — e? cos Ed,)]
r
[U]O_i —sin B
" | V1—e?cosE

Luego, se utiliza nuevamente el cambio de base Cé para obtener las coordenadas ECI:
[w]" = CHv]”
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2.11.2. De [r, v] a «

El elemento maés directo para calcular a partir del conocimiento de los vectores de posicién y
velocidad, es el semieje mayor de la elipse. Este se despeja de la ecuacién Vis-Viva (2.18):

7

Como se vio en la definicién del momento angular especifico, ec. (2.14), este es perpendicular al
plano orbital, por lo tanto es colineal al eje Z de la terna perifocal

a =

h = hoy,
0
[R]? =10
h

Si las componentes en terna inercial se definen como:
h = hyty + hyty + h.1,

ha

Entonces la proyeccién del momento angular especifico sobre el eje Z de la terna inercial, %z, es h,.
Como la inclinacién de la érbita es el angulo entre h y 4., entonces recordando la figura 2.12
z

cost = —

h

Por otro lado, como la longitud del nodo es el angulo entre i, y n, (definido en la ec. 2.19, sec.
2.9), si se toma
o = Nogly + noyiy + Nozts

y n = ||n||, entonces
Nogx

cos() =

Otra manera de obtener este elemento es con las siguientes relaciones:
h —h
Y o P A
\/ha+ R \/ha+ R

El coseno es igual para dngulos de sentidos opuestos (cos 2 = cos —2), no asi sucede con el seno (donde
sin —Q) = —sin 2 ). Por lo tanto, un algoritmo para calcular el valor correcto del dngulo 2 es:

sin Q) =

) = arc cos(cos 2) - signo(sin §2)

—h, ha

—————— | -signo |arcsin | ———
\/ 2+ hZ hZ + h2
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Despejando de la ecuacién (2.5) y reemplazando el semi-latus rectum por (2.16) se obtiene la
excentricidad:
/ B2
e=4/1——
ja

Para obtener la anomalia excéntrica se utilizan las relaciones:

a—r ) r-v
cos = , sin ' =
ae e\/[a

Luego se utiliza el mismo algoritmo que en el caso de la longitud del nodo para calcular el valor
correcto, esta vez de F:

E = arccos(cos F) - signo(sin F)

La anomalia media puede calcularse directamente mediante la ecuacién de Kepler (2.12). Ademés, con
las ecuaciones (2.8) se puede obtener la anomalia verdadera, f.

A partir de la transformacién entre sistema intercial y perifocal que describe la ecuacion (2.20) se
pueden obtener relaciones para calcular el inico elemento restante, el argumento de perigeo.

XcosQ2+YsinQ
cos(w+ f) =

sin(w+ f) = ——,
rsini r

w = arccos(cos(w + f)) - signo(sin(w + f)) — f

2.12. Maniobras orbitales

2.12.1. Impulso de ajuste orbital simple

Una érbita kepleriana estd definida por los elementos cldsicos ya descriptos, que componen el vector
a, 0 equivalentemente por la posicién y velocidad instantanea en un punto cualquiera de la trayectoria.
La maniobra de transferencia orbital més elemental se da cuando la 6rbita final coincide en un punto
de su trayectoria con la orbita inicial, en otras palabras, ambas érbitas pasan por el mismo punto.
De esta manera, en dicha posicién la tnica diferencia entre una érbita y otra es la velocidad. Por lo
tanto para realizar la transferencia orbital, es posible, tedricamente, ejecutar un impulso instantaneo
de propulsién en ese punto, generando el incremento o decremento necesario para alcanzar la velocidad
de la orbita final.

Supéngase un punto P1 en una orbita Op. La posicién y velocidad 71, v instantdneas describen
completamente esta o6rbita. Por otro lado, se tiene una érbita Oy con posicién y velocidad 72, ve en el
punto P2, tal que 7o = r; y P2 = P1 (Fig. 2.13).
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Figura 2.14: Maniobra de modificacién del apogeo

Figura 2.13: Maniobra de impulso simple

El método del impulso simple consiste en generar un incremento de velocidad (de caracter vectorial,
es decir con médulo, direccién y sentido en el espacio) de modo de alcanzar vy en este punto. Este
incremento es precisamente la diferencia (vectorial) entre la velocidad final y la inicial (Fig. 2.13):

AV = Vo — V1
Un caso sencillo para analizar es cuando v1 y w2 son colineales, por ejemplo en el perigeo de una cierta
Orbita inicial hacia el perigeo de una cierta orbita final, de forma tal que el resultado de la maniobra

sea un aumento del apogeo. En este caso, el médulo del incremento coincide con la diferencia entre
los médulos de vy y v2. La velocidad en cada punto esta dada por la ecuacién 2.18, con r =7,

5 < 1 1 )
v = -
H T'pl Tp1 + Tal
5 ( 1 1 >
vy = -
H Tp2  Tp2 + T2
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Transfer

Figura 2.15: Maniobras de multiples impulsos

Asi, el incremento en velocidad requerido para la transferencia es:
AV = Vg — V1

Si por ejemplo se desea circularizar una érbita eliptica, el punto de la 6rbita donde se optimiza el
AV es en el apogeo. Por lo tanto,

Tp2 = Ta2 = Tal

Vg = 4] —
Tal

1 1
AV:,/“—\/zu (—) (2.21)
Tal Tal Tp1 + Tal

Esta maniobra se utiliza para circularizar orbitas elipticas, modificar la excentricidad, el perigeo,
el apogeo y el argumento de perigeo. La limitacién que tiene es que como se dijo en un principio,
ambas Orbitas deben coincidir en un punto. Esto implica limitaciones en las combinaciones de perigeo
y apogeo alcanzables, o bien de semi-eje mayor y excentricidad:

Tp2 <11 < Tg2

a2(1 — 62) <r < a2(1 — 62)

2.12.2. Multiples impulsos de ajuste orbital

Para alcanzar una o6rbita final que no coincide en ningin punto con la drbita inicial, es necesario
aplicar al menos dos impulsos de control. El primero para alcanzar una érbita de transferencia, y el
segundo para llegar a la 6rbita objetivo. Utilizando secuencias de impulsos es posible alcanzar cualquier
orbita final sin restricciones.
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El ejemplo mas clasico de este tipo de estrategia es la transferencia de Hohmann, a la izquierda en
la figura 2.15. En este caso se parte de una érbita inicial circular, de radio r1, y el objetivo es alcanzar
otra érbita circular de radio 7o > ri. ° Para esto, se realiza un incremento de velocidad en algin
punto inicial generando una érbita eliptica, cuyo perigeo sea el punto inicial (y por lo tanto coincida
con r1) y cuyo apogeo coincida con 7. Esta érbita intermedia se denomina érbita de transferencia,
o orbita de Hohmann. Luego, en el apogeo de esta tultima, se imparte el impulso final para alcanzar
la orbita circular final. Es posible demostrar que esta estrategia es 6ptima en cuanto a consumo
de combustible para transferencias entre dos Orbitas circulares, coplanares y concéntricas, siempre y
cuando 79 < 11,974.

Otro ejemplo muy usado es entre dos elipses coplanares y coaxiales, como a la derecha en la figura
2.15.

2.13. Sistemas de propulsion

Un motor de propulsién en general funciona expulsando moléculas de gas a una determinada
velocidad Vg, relativa al cuerpo del satélite. La fuerza de empuje que proporciona este fenémeno, esta

dada por:

dm dm
Fr = er 5, Ae Pe_Pa = Vexef 7,
7= Ve g A = Vewer 5

donde A, es el area de la tobera por donde se expulsa el propelente, P. es la presién del gas y P, la
presién ambiente. Vo5 es la velocidad efectiva de expulsion. Fuerza de empuge, o solo empuje, serdn
términos utilizados indistintamente para referirse a la fuerza realizada por el motor.

(2.22)

Un pardmetro que se define para caracterizar la eficiencia de un motor es el impulso especifico, I,
cuya unidad es de tiempo, y por lo tanto se mide en segundos.

. Fr o ‘/emef
Lo = —m = % (2.23)
QOE

con gg la aceleracién de la gravedad. El empuje puede escribirse entonces combinando las ecuaciones

2.22 v 2.23,

dm
FT = ISPQOE (224)

Se debe tener en cuenta que el vehiculo es impulsado en la direccién contraria a la que la masa es
expulsada. Por lo tanto, vectorialmente, el empuje Fr, y la velocidad de expulsion efectiva Vg.f,

tienen sentidos opuestos:

dm
Fr = _%zefﬁ

Con estas definiciones, la segunda ley de Newton puede escribirse de la siguiente manera, introdu-
ciendo la fuerza de empuje:

dv
—Fp = m—
="
Reemplazando con la ecuaciéon 2.24,
dm dv
g =
Reagrupando términos:
dm
I
m

5 La transferencia de Hohmann solo resulta éptima cuando la relacién entre estos radios es tal que r2 < 11,9r;.
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Al integrar esta ecuacion se llega a

AV
me=mopexp | — 2.25
! 0exP ( gOIsp> ( )

donde mg y my son la masa inicial y final del vehiculo respectivamente. Esta férmula es denominada
ecuacion del cohete de Tsiolkovski, y permite calcular la masa de combustible necesaria, Am, para
generar un incremento de velociadad AV en el vehiculo espacial:

AV
Am =mg —mjs =my [1 — exp (— ﬂ (2.26)
gOIsp

En este sentido, los sistemas de propulsién se caracterizan principalmente por su impulso especifico
y empuje producido. Como se desprende de la dltima ecuacién, a mayor I,, menor es la cantidad de
combustible requerido (Am) para generar el mismo AV. Por ejemplo, motores de combustién quimica
que utilizan doble propelente liquido, como los que fabrica la empresa Bell, con monometil-hidracina
(MMH) y tetraéxido de dinitrogeno (N2Oy), poseen un Iy, de 289s y una fuerza Fr de 4210N [19].

2.14. Modelo de la dinamica de un vehiculo espacial

La planta se modelé en lineas generales como un vehiculo de seis grados de libertad, sometido
a perturbaciones (resistencia aerodindmica y gravedad) y a fuerzas de control externas (fuerzas y
momentos).

2.14.1. Traslacién

Los 3 grados de libertad correspondientes a la traslacion del centro de masa del vehiculo se mode-
laron mediante la segunda ley de Newton (ecs. 2.1, 2.2). Tomando coordenadas inerciales, se tiene:

vl! I
B o
I
[Z] = [v]f (2.28)
Integrando,
t gl
[0] () = [vo]’ +/0 [l;gdt (2.29)
[Pl = [rol” + /0 [v] dt (2.30)

Esto significa que la fuerza F' se somete a dos integradores para conformar la posicion.

Dado que este modelo se utilizard en cercanias de la Tierra (6rbitas de baja altitud, LEO), las tinicas
perturbaciones externas a considerar son la gravedad y la resistencia atmosférica. La justificacién de
esta eleccién radica en que otras perturbaciones como la presion solar y la atraccion de la Luna solo
ejercen una influencia considerable a partir de érbitas de mediana altitud (aproximadamente 1000km).
Por lo tanto, el término de fuerza en la ecuacién de Newton corresponde a la sumatoria de la gravedad,
la resistencia atmosférica y la fuerza de control:

F =Fs+ Fp + F¢ (2.31)
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Modelo de la gravedad

Al considerar la forma elipsoidal de la Tierra (achatamiento en los polos), el modelo simple dado
por la ley de la gravedad, eq. 2.3, no es correcto. Para modelar el comportamiento de la gravedad
debido a esto, se utiliza un desarrollo en funciones armonicas del potencial gravitatorio, que de manera
simplificada puede escribirse para el caso de cuerpos con simetria de rotacién como en [18]:

00 k
Ulr, o) = -1 [1 -y <1i> Ji Py (sin gp)] (2.32)

donde

R, =6378.388km es el radio medio ecuatorial de la Tierra
Jir  son los coeficientes zonales harménicos
Py(-) son los polinomios de Legendre de grado k y orden 0
@ es la latitud asociada a r.

Algunos de los primeros coeficientes zonales tienen los siguientes valores:

Jo =1082,63 -107°
Jys=—252-1076

Jy=-161-1076

Js =—0,15-10"°

Js =0,57-107°

Como se puede ver, los coeficientes siguientes al Jy son aproximadamente 400 veces menores que
este, por lo que la perturbacion dominante se debe al término correspondiente a k = 2. Esto da
un argumento practico para simplificar el modelo hasta el 2do orden (J2) a la hora de disenar los
algoritmos de navegacién y control. No obstante, para programar el simulador se tuvieron en cuenta
los 6 términos.

Resistencia atmosférica

La atmésfera ofrece resistencia al movimiento de un vehiculo. Sin embargo, esta influencia se reduce
a medida que el cuerpo en movimiento se aleja de la superficie terrestre adentrandose en la exdsfera
(capa de la atmoésfera mas alejada de la Tierra, arriba de 500 km de altura). Por este motivo, esta
perturbacién solo se considera generalmente para satélites de 6rbita baja (LEO), y en particular es
la perturbacién principal en altitudes menores a 500 km, en la capa de la atmédsfera denominada
ionosfera (80 - 500 km de altura).

Las capas de la atmosfera se pueden modelar como una masa de aire que envuelve a la Tierra y
rota respecto al centro del planeta con una cierta velocidad. Por este motivo se construye una terna
de referencia no inercial solidaria al aire en movimiento, WW. Al derivar la posicién del satélite respecto
a este sistema se obtiene:

W dVe
YT T
Cabe aclarar una vez més que esta derivada no es respecto a la terna inercial como en la ecuacién de
Newton (2.2), sino respecto a la terna atmosférica, también llamada de viento o de aire.

La resistencia atmosférica entonces se modela como una fuerza ejercida sobre el cuerpo en la misma

direccién de movimiento relativo a la atmésfera (es decir, v"V) pero con sentido contrario. En otras
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palabras, es una fuerza no conservativa que desacelera al vehiculo y reduce la energia total del sistema.
La féormula utilizada cominmente para representarla es:

1 2 v
Fp = — 0003 [0
1%
2 [[o™]]
o bien en forma de aceleracién o fuerza especifica ap = %
donde
Cp = coeficiente acrodindmico de resistencia atmosférica

m = masa del satélite
S = é&rea de la seccion transversal del satélite (cara perpendicular a la direccién de movimiento)
p = densidad atmosférica
w

= vector velocidad del satélite relativa a la atmodsfera

La densidad atmosférica depende de la altura respecto de la Tierra, y suele utilizarse el siguiente
modelo para calcularla:

h—hg
p(h) = poe” H
h = la altitud instantanea
hg = una altitud de referencia
po = la densidad atmosférica a una determinada altura de referencia, hg
H = se denomina, escala de altura.

En este caso se tomé de la tabla 7-4 del libro de Vallado [12], que utiliza el estdndar de los Es-
tados Unidos (1976), CIRA-72: una altitud de referencia de hyp = 400km con una densidad de
po = 3.725 x 1072 kgm™2 y escala de altura de H = 58.515km. Ademds, como todos los mode-
los atmosféricos poseen margenes de error bastante grandes (a veces hasta del 50 %), debido a la alta
aleatoriedad del fenémeno, se simplifico la altitud instantdnea como si la Tierra fuera perfectamente
esférica, h =r — R,.

También es comun considerar que la atmédsfera rota a la misma velocidad que la Tierra. De esta
manera, el sistema de referencia de viento, W, resulta idéntico al terrestre (ECEF), £. Por lo tanto,
en este trabajo se utiliza para el calculo de esta fuerza

oW = o

Tomando coordenadas inerciales, el modelo resultante es

")
o] (2.33)

1
[Fo)" = —5pCpS o7

2.14.2. Rotacion

Por otro lado, los 3 grados de libertad correspondientes a la rotacion del cuerpo rigido se mode-
laron mediante la ecuacién de Euler, que es el equivalente rotacional de la segunda ley de Newton.
La ecuacién de Euler relaciona el torque ejercido respecto al centro de masa del cuerpo (c.m. para
abreviar), con la derivada respecto a la terna inercial del momento angular respecto al c.m.:

dILBI

_ 2.34
T= (2.34)
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Donde el momento angular es LB/ = Tw?B! con I el momento de inercia, tensor de 2do orden.
Mediante la transformacién de Euler (sec. 2.2.1), es posible reescribir esto en funcién de la derivada
respecto a la terna de cuerpo:
dBLBI
T a
Derivar respecto del cuerpo es muy conveniente en estos casos, puesto que el momento de inercia se
mantiene invariante. Tomando coordenadas de cuerpo, la ecuacién queda:

+wBI % LBI

B B dwP? BIB B, ,BI1B
P = P [ S| P ()

deI
“

B
} = (I0P) 7 (P — PP x (1)Pw)P))

Integrando esta ecuacién se obtiene [w?/]P que es la velocidad angular del cuerpo rigido, respecto al
sistema inercial, en coordenadas de cuerpo. Esta es la variable que mide por ejemplo un giréscopo al
instalarse en el centro de masa de un vehiculo.

Con esta velocidad, se puede obtener la orientacion respecto al sistema inercial en cuaterniones,
matriz de cosenos directores o angulos de Euler. Dicho problema (obtener la orientacién a partir de
la velocidad angular) se conoce con el nombre de determinacion de actitud y se puede encontrar
correctamente documentado en la literatura, en textos como [25] o [19].

Los cuaterniones poseen la ventaja, frente a la matriz de cosenos directores, de contener menos
elementos (4 contra 9) y por lo tanto significar menos ecuaciones diferenciales a resolver. Por otro
lado, si bien el método de los angulos de Fuler entrega directamente la representacion més comoda
para trabajar (los mismos dngulos), las ecuaciones diferenciales que los describen son no-lineales e
involucran varias funciones trigonométricas. Esto significa mayor costo computacional. Ademas, el
método de los dngulos de Euler posee singularidades para § = 4 /2. La tnica desventaja de los
cuaterniones es que la inicializacién involucra necesariamente funciones trigonométricas, puesto que la
condiciéon inicial en cualquier problema viene dada en dngulos de Euler y se debe hacer la conversién
correspondiente a cuaterniones.

Por lo recién expuesto, se optd por una representacién de orientacién en cuaterniones, dando lugar
a la siguiente ecuacién diferencial:

BI
d(fTs _ g5 [ [wfgf]B ] (2.35)

donde la representacién de cuaternién utilizada coincide con la de [25] y la empleada internamente
por las funciones de MATLAB y Simulink, poniendo en la primera posicién del arreglo el término
cosenoidal:

cos(€e/2)
sin(e/2)n1 | | qo
o | =Ll (230
sin(e/2)ns
con [n] = [n1 nans]? el eje de rotacién de Euler y € el 4ngulo rotado, en el mismo sentido que la matriz

de cambio de base, es decir, es el angulo que se debe rotar a la terna I para alcanzar la orientacién de
B, por ejemplo en el caso de gP'.

Para obtener la orientacién respecto a la terna orbital, es necesario primero obtener la velocidad
angular del cuerpo respecto a la terna orbital, w?%.

WBl — BR | GRI
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Moviendo términos y tomando coordenadas de cuerpo:

[wBR]B [wBI]B _ [wRI}B

R

Ahora bien, w® es la velocidad angular de la terna de referencia orbital respecto del sistema ECI,

que coincide justamente con la derivada de la anomalia verdadera, —. Por lo tanto, puede calcularse

dt
reemplazandola en la ecuacién 2.15:
[wRI ]I — EM
[kl
rryr_ R
[w™]" = 2

y a su vez utilizando la definicién en la ec. 2.14

I:[rxv]

[wRI] :

r

W) = [r]" x [v (2.37)

Por lo tanto, es méas cémodo hacer la transformacion:
BR1B BIB By, ,RINI
[w?7)" = [w™]” = CT [w™] (2.38)
Luego, se utiliza la determinacién de actitud para integrar y obtener la orientacién en cuaterniones.

BR
d(ilt — ¢BR. [ [wBOR}B ] (2.39)

Por otro lado, el torque de la ecuacién de Euler, ec. 2.34, consiste en la sumatoria del momento de
control y los momentos generados por las perturbaciones. En este caso, la inica perturbacién modelada
fue aquella debida al gradiente gravitacional de cuerpos asimétricos.

T=Tc+Tq (2.40)

Momento por gradiente gravitacional

La fuerza de gravedad es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia entre los cuerpos
de atraccién por la ley de Newton. Esto implica que puntos del cuerpo rigido a distinta distancia de
la Tierra se someten a distintas magnitudes de fuerza gravitacional, y por lo tanto generan momento.
En la figura puede verse que un diferencial de masa dm, a una distancia p del centro de masa, genera
un momento respecto a este de:

drg = p x dFy (2.41)

Si el centro de masa se encuentra a una distancia R, del centro de la Tierra, y el vector que representa
esta posicién es Ry, entonces la posicién del otro punto en cuestién queda determinada por r =
Ren + p, v la fuerza que experimenta es:

pdm
dFy = ———r
R
Ahora reemplazando en 2.41,
wdm
drg=——zpXT
(oK
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Figura 2.16: Momento por gradiente gravitacional. La terna con subinidice R corresponde a la RPY

Asumiendo que las dimensiones del satélite son insignificantes en comparacién a la altitud, es decir
p K Renm, tomando coordenadas de cuerpo e integrando sobre todo el cuerpo rigido, finalmente se
puede llegar al siguiente resultado [19]:

TGx
[rc]” = TGy
TGz
3 . 9
TGz = 33 (I, — I)) sin(2¢) cos*(0)
3 .
TGy = 53 (I, — 1) sin(20) cos(¢) (2.42)
3p . .
Tay = 2R§m(lx — 1) sin(260) sin(¢)

donde I, I,, I. son los momentos de inercial principales del satélite respecto a la terna de cuerpo ;
v ¢, 0, 1 son los dangulos de Euler del cuerpo respecto a la terna orbital RPY.

2.15. Orbitas no-keplerianas

En una seccién introductoria, se adelanté que un satélite real se somete a mas fuerzas externas,
ademds de la gravedad dada por la ley de Newton en la eq. (2.3). Estas perturbaciones se introducen
en las ecuaciones de movimiento dando lugar a una trayectoria distinta a la de la érbita kepleriana
clasica. La orbita resultante se dice que es no Kepleriana y los elementos orbitales, descriptos en
secciones anteriores, ya no la representan cabalmente. Lo que sucede en la mayoria de los casos es que
estos parametros presentan perturbaciones y no se mantienen constantes a lo largo del tiempo.

Supoéngase por ejmplo, que en algun instante de tiempo, durante una trayectoria de este estilo,
se calculan los elementos orbitales clasicos, dada la posiciéon y la velocidad instantanea, segun las
férmulas de la seccién 2.11.2. La trayectoria orbital representada por este conjunto de pardmetros se
denomina drbita osculante, y difiere de la trayectoria real del satélite, puesto que para el calculo de
la primera (la osculante), las férmulas utilizadas no concibieron la intromisién de perturbaciones. No
obstante, en el instante en que se calcula, ambas drbitas coinciden en ese punto y son tangentes (fig.
2.17). Cabe aclarar que por lo expuesto anteriormente, la érbita osculante es distinta en cada instante
de tiempo, mientras que la trayectoria real es tinica.
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Orbita osculante en t2

_o=—"0rbita osculante en t1

Figura 2.17: Orbita osculante y orbita real

Existen diversas técnicas para calcular los pardmetros perturbados, entre ellos el método de Co-
well y el de Encke, que se basan en integracién numérica paso a paso de las ecuaciones de newton
perturbadas, y pueden ser profundizados en [7]. Por otro lado, el método de variacién de pardme-
tros concluye en ecuaciones diferenciales que describen la evolucién de los elementos osculantes. Estas
ultimas ecuaciones se denominan ecuaciones planetarias y a continuacion se describe un subtipo de
estas.

2.15.1. Ecuaciones de Lagrange

Como se explicé anteriormente, estas perturbaciones introducen nuevas fuerzas en la ecuacién de
movimiento traslacional del satélite. Sea F), la fuerza perturbadora y Fgo la fuerza de gravedad ideal
(dada por la ley de gravedad de Newton, ec. 2.3), entonces la segunda ley de Newton queda:

dv _

N

FGO+Fp

(donde no se considera ninguna fuerza lineal de control, Fu sobre el vehiculo). El desarrollo que se
sucede se puede encontrar detalladamente en [18]. Con esto se pueden escribir ecuaciones diferenciales
que describen el comportamiento de los parametros orbitales en funcién del tiempo y de la forma de
las perturbaciones.

En el caso general para una fuerza perturbadora cualquiera, las ecuaciones a las que se llega se
denominan ecuaciones planetarias de Gauss, [18]. En el caso especial en que esta fuerza responde al
gradiente de un campo escalar, es posible escribir ecuaciones mas simples. Este es el caso de las fuerzas
conservativas, donde F), = —VR(r), como por ejemplo los efectos sobre la gravedad del achatamiento
en los polos de la Tierra. Las ecuaciones resultantes de dicho desarrollo para una fuerza conservativa en
general se conocen como las ecuaciones de Lagrange, se escriben en funcion de las derivadas parciales
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del potencial perturbatorio, R, y se presentan a continuacion.

% _;;J\J;O (2.43)

2
Zi}&?jﬂ@f& (2.44)
dilljf T nablsimgg + n{f%izf (2.45)
C(iilg - ncfbozl%zﬁf * na%g (2.46)
%:_%%_%% (2.48)
(2.49)

Aplicacién al modelo gravitatorio J2

En particular el potencial gravitatorio dado en la ecuacién 2.32 se puede pensar como

U(T7 90) = UO(T7 gp) - R(Ta gp)

donde el potencial de perturbacién R, tomando tnicamente hasta la aproximacién J2 queda:

Jou (R\? . .
R(r):—g; (r) (3sin?¢p — 1)

con ¢ la latitud terrestre que se relaciona con el argumento de perigeo, la anomalia verdadera y la
inclinacion de la érbita segun:

sin ¢ = sin(w + f)sini = sinYsini
donde se ha definido ¥ £ w + f. Esto resulta en un potencial perturbatorio de:

2
R(a) = — 221 (R> (3sin?¢sini — 1)

2r r

donde se considera el radio r = r(«), segin la ecuacién 2.17.

Tomando las derivadas parciales de este potencial se pueden escribir las ecuaciones de Lagrange
para este caso, [18]:
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da a* (R, 2 P
i 3Jan ny 3 <7“ esmf — 3sin?¥sin?4) + . sin(29) sin z} (2.50)
de 3 a’® [ R, 2 P . . 9.
%= 3 Qnﬁ <r> [; sin f(1 — 3sin?¥sin?i) + (e + cos f(2 + ecos f)) sin(29) sin® 7| (2.51)
di 3. a® (R’
d% = ngn% <r> sin(20) sin(2i) (2.52)
dQ 2 (R.\*
il BJQnZ— (r sin® ¥ cosi (2.53)
2
CCZTL: :%Jg %3 <Re) [2re cos?isin? ¥ — (p + r) sin f sin? i sin(209) + pcos f(1 — 3sin? i sin’ )]
rZen3 \ r
(2.54)
dM, \
WO :gjgn% <R> [(p+7)sin £ sin i sin(29) + (2re — pcos £)(1 — 3sin? i sin? )] (2.55)
rZen? \ r

donde todas las siguientes variables se escriben en funcién de los elementos de «:

U
f

<SS I8 3

s T-e,

es la anomalia verdadera, y se obtiene a partir de la anomalia media
mediante la ecuacion de Kepler, ec. 2.12,

y de las férmulas 2.8;

=,/ a% es el movimiento medio, definido en ec. 2.10;

= a(1 — €?) es el semi-latus rectum, definido en ec. 2.5;
= ﬁ es el radio, definido en ec. 2.17;
= a1 — €2 es el semi-eje menor de la orbita, definido en ec. 2.4;

= w + f, definida recientemente.
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Capitulo 3

Simulador

3.1. Implementacion del modelo

Como se introdujo en la seccion 2.14, la planta se modelé como un vehiculo de seis grados de
libertad, sometido a perturbaciones y a fuerzas de control externas. Para su implementacion, se utilizé
el programa Simulink de MATLAB R2015a. Los bloques principales de este sistema entonces son:

= Conversiones a la entrada
= Traslacion

= Rotacién

= Conversiones a la salida.

El diagrama en bloques correspondiente se puede ver en la figura 3.1

3.1.1. Traslacién

Las ecuaciones 2.30 y 2.29 se modelaron mediante una cascada de integradores, como se puede ver
en la figura 3.2.

El modelo completo de traslacién se puede ver en la figura 3.3

Ademsds, la sumatoria de fuerzas de la ec. 2.31, se refleja en el bloque sumador de la figura 3.3. La
fuerza de control es la entrada al bloque, y por lo tanto es generada externamente. Por el contrario,
la aceleracién de la gravedad y la resistencia atmosférica fueron programadas internamente, en los
bloques que se pueden ver en la misma figura.

Por ultimo, también se puede ver un bloque que calcula la velocidad angular de la terna RPY
respecto a la ECI, seguin la ecuacién 2.37.

Modelo J6

El modelo gravitatorio introducido en la seccién 2.14.1 se implementé hasta el orden J6, como se
puede ver en la figura 3.4.

Resistencia atmosférica

La implementacion de la ecuacion 2.33 en Simulink, puede verse en la figura 3.5.
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Figura 3.1: Bloques internos del modelo “SC_dynamics”
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Figura 3.2: Implementacién en Simulink de la segunda Ley de Newton.
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Figura 3.5: Implementacién en Simulink de la resistencia
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Figura 3.4: Implementacién en Simulink del modelo gravitatorio
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Figura 3.6: Implementaciéon en Simulink del médulo de rotacién

3.1.2. Rotacién

El diagrama completo del médulo de rotacién se puede ver en la figura 3.6. A la entrada, el momento
de control se genera externamente al bloque, y se introduce mediante el puerto 1. El momento por
gradiente gravitacional se programo en un bloque interno, como muestra la misma figura. La sumatoria
de la ecuacién 2.40 se refleja en el bloque sumador entre el puerto 1 y la salida del bloque del momento
por gradiente gravitacional.

Momento por gradiente gravitacional

La implementacion de esta perturbacién se puede ver en la figura 3.7
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phi=1
theta =2
psi=3

3*mu /(2 * u(@y3)* (u(7) - u(®)) * sin*u(1)) * cosu(2))"2

Gx
R=4
7 Cont

3*mu/ (2 *u@)*3)* (u(7)-u(5))*sin(2*u(2)) * cos(u(1))
Grgvity Moment

Gy

3*mu/ (2 * u@)3) * u(5) - u)) * sin2*u(2)) * cosiu(1))

Gz

Figura 3.7: Implementacién en Simulink del momento por gradiente gravitacional

3.1.3. Conversion de ECI a ECEF

El modelo de traslacién se realizé en terna inercial (ECI). Sin embargo, también es sumamente
util disponer de su equivalente en terna terrestre (ECEF), ya que por ejemplo, es esta representacion
la que utiliza el receptor GPS. Para calcular estas salidas, es posible utilizar una transformacién lineal
que se desarrollard a continuacién. La relacién entre la terna inercial y la terrestre es simplemente la
orientacion de la tierra, que gira sobre su propio eje con velocidad angular constante, como se vio en
el apartado 2.4.1. La posicién en terna terrestre puede escribirse como un cambio de coordenadas de
la posicién en terna ECI hacia la terna ECEF, esto es:

[r]” = Cr ) (3.1)

Por otro lado, para comprender lo que sucede con la velocidad es importante comprender que cuando
hablamos de la velocidad inercial, nos referimos a la derivada respecto a una terna inercial (ECI), de
la posicién inercial, en coordenadas inerciales.

En cambio, al hablar de velocidad terrestre, hablamos de la derivada respecto a la terna terrestre
(ECEF), de la posicién terrestre, en coordenadas ECEF. Las siguientes ecuaciones clarifican esta
diferencia.

dEr

E —_

YT
"1

Por la transformaciéon de Euler de la derivada rotacional se tiene que:

dlr  dPr BT
9 a9
vl =P +wgr Xr
vP =vl —wprxr (3.2)
Tomando coordenadas terrestres
") = Ccr ') = CF (W™ x [r]") (3.3)

El producto vectorial de la ecuacién anterior se puede escribir de forma matricial como:
[wE'I]I > [’I"]I -9 ([wE'I]I) [’l"]]
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3 o
Position (ECI) 3 Cont Position (ECEF)

on
» Position (ECI) Position (ECEF)

3 Cont
> Velocity (ECI)  Velocity (ECEF)
> Velocity (ECEF)

Velocity (ECI) rv ECl to ECEF

Figura 3.8: Conversién de posicion y velocidad inerciales a terrestres.

La velocidad de rotacién de la Tierra w! posee un médulo igual a w®! = 7.292115 x 10~°rads™!
y como la rotacién se da sobre el eje %, tinicamente, resulta [w!]! = [00w®!]. Para simplificar la
notacion se define

0 —wfl 0
QF =S (W) =] wB 0 0 (3.4)
0 0 0
Volviendo a la ecuacién 3.3
w"* = Cr '] — Cr QP [r]! (3.5)

Las ecuaciones 3.1 y 3.5 pueden escribirse en forma matricial de la siguiente manera:

T B _ C}E 03><3 T ! (3 6)
v —CfQE C’F vl ’
CfF 0
ElI & I 3x3
were | o G | 0
Del mismo modo puede obtenerse su inversa si asi se requiriera en algin algoritmo.
r ! . Cé 03><3 r E (3 8)
of | T QFCL CL P '
Cyp 0
IE A E 3x3

Ahora es facil implementar esta transformacién en el simulador ya que es una simple multiplicacion
matricial.

Por otro lado, en el modelo de la resistencia atmosférica, ec. 2.33, se requiere la velocidad relativa
a la terna terrestre, sin embargo, en coordenadas inerciales. Para obtener esta variable se parte de la
ecuacion 3.2 y se toman coordenadas inerciales

=[] ~ [wpr) <[]’

Como w7 es colineal al eje de rotacién entre la terna terrestre y la inercial, resulta [wgr]? = [wgr]?,
puesto que la rotacién de un vector que se encuentra sobre el eje de rotacion se transforma en el mismo
vector. Esto permite utilizar nuevamente QF.

E]I — [’UI]I . QE[’I‘]I
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Considerando la definicién de QF, ec. 3.4, las componentes de esta ecuacién resultan:

I I I
vf Vg 0 —wEL 0 Ty
vi = | vy — | WPl 0 0 Ty
) Uy 0 0 0 Ty
z
I
Uf Vg + wE]ry
[wE)f = vg = | vy, —wFlr,
vy Uy

3.1.4. Conversiones a la entrada

El moédulo de rotacién necesita condiciones iniciales de orientacién respecto al sistema orbital,
©5%(0), asi como también la orientacién inicial de este ltimo sistema (orbital) respecto al inercial,
©%1(0). Por otro lado, son necesarias condiciones iniciales en posicién y velocidad para integrar las
ecuaciones de Newton, r!(0), v(0). Sin embargo, ®%/(0) puede deducirse facilmente a partir de la
posicion y velocidad iniciales segin lo expuesto en la seccién 2.3. Por esta razén se programé un
médulo que inicialice la orientacion de las ternas segiin tinicamente @57 (0), »1(0) y v!(0).

Como se vio en la seccién 2.4.1, un tensor expresado en coordenadas del sistema RPY, [z]®, puede
representarse en coordenadas inerciales, [z]!, segtin:

[z]" = CRlx]"®
donde las columnas de C}I% son los vectores de la triada del sistema RPY en coordenadas ECI:
CII{ - [ [froll]l ['Fpitch]l ['Fyaw]l ]

Por otro lado, de acuerdo a la seccion 2.3, tomando coordenadas inerciales a la definicién de la terna
RPY en funcién de r y v inerciales, se tiene:

[rﬁyaw]l = [TO}IL

7ol
. I_ v I r I #
[’rpztch] _([ 0] x [ 0] )HUO X TOH

['f;roll]l = ['f'pitch]l X ['f’yaw]l

Finalmente, como es una matriz ortonormal,
R _ (~IN=1 _ (~INT
Cr'=(Cr)~ =(CR)

Luego, existen férmulas para convertir de la matriz de cosenos directores de rotacion ZYX a los angulos
de Euler. Estas se pueden encontrar en [25].
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3.2. Utilizacion del modelo

En la figura 3.9 se pueden ver las entradas y salidas del bloque implementado en Simulink con el

modelo tedrico del vehiculo espacial.

3.2.1. Entradas

Las primeras 4 entradas son las condiciones iniciales
de movimiento, en el orden siguiente:

» OF%: Orientacién del cuerpo respecto a la terna de
referencia orbital RPY, en angulos de Euler “ZYX”.
(La orientacién de la terna RPY respecto a la inercial
queda definida automaticamente segtn la posicién y
velocidad iniciales.)

= [wP!]B: Velocidad angular del cuerpo rigido, respec-
to a la terna inercial, en coordenadas de cuerpo.

» [ro]’: Posicién inicial del centro de masa en terna

ECIL

= [vg]!: Velocidad (inercial) inicial del centro de masa
en terna ECL

Los angulos de Euler corresponden a la cadena de rotacio-
nes “ZYX”. El vector © se forma con el roll en la primera
posicion, pitch en la segunda y yaw en la tercera:

¢ = roll
© = | 0 = pitch
P = yaw

Las tres entradas siguientes son las fuerzas de control
de la planta, fuerza y momento. La fuerza se puede intro-
ducir tanto en coordenadas de cuerpo como en coordena-
das inerciales. Internamente, ambas senales se suman, con
el correspondiente cambio de coordenadas. Se programé
esta facilidad ya que en ocasiones es conveniente introdu-
cir la fuerza en la terna inercial, mientras que otras veces
se prefiere la terna de cuerpo. Estas entradas entonces son:

Plant

Figura 3.9: Modelo

» [F]!: La fuerza aplicada sobre el centro de masa del cuerpo, en coordenadas inerciales.

» [F]P: La fuerza aplicada sobre el centro de masa del cuerpo, en coordenadas de cuerpo.

= [7]B: El torque aplicado respecto al centro de masa del cuerpo, en coordenadas de cuerpo.

' SC_dYn amiCS_2 Postion (ECF>
Initial Euler Angles (BR)
Velocity (ECI) P
Postion (ECEF) P
NAinitial [w"BI ]"B
Velocity (ECEF) P
Euler Angles(BR) P
NAnitial Position (ECI)
DCM_BRp
Ninitial Velocity (ECI) DCM_BI p
DCM_RI P
[ Force " Euler Angles (Bl) P
[Acel_B]"B (total) P
[ Force "B [w_BI "B
[w_BI_dot "B
[ Torque "B
[Acel_B]"B (0)p
[g]"'Bp
Mass
A [w_BR ]"B‘>

Finalmente, la iltima entrada del bloque es la masa del vehiculo, la cual podria variar de instante

a instante.

= m: La masa del cuerpo rigido.

Todas las entradas son vectores columna de 3 filas, excepto la masa que es una senal de una unica

dimensién.
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3.2.2. Salidas

Las primeras cuatro salidas del bloque son producto de la traslacién del vehiculo. En el siguiente
orden:

[r]!: Posicién del centro de masa en terna inercial.

= [v]!: Velocidad (inercial) del centro de masa en terna inercial.

» [r]¥: Posicién del centro de masa en terna terrestre.

» [v¥]F: Velocidad (terrestre) del centro de masa en terna terrestre.

A continuacién se tiene la orientacion del cuerpo en distintas representaciones

OBE. Angulos de Euler del cuerpo rigido, respecto a la terna de referencia orbital RPY.

= CE: Matriz de cambio de base (DCM) de R(RPY) a B(cuerpo).

» CB: Matriz de cambio de base (DCM) de I(ECI) a B(cuerpo).

CE: Matriz de cambio de base (DCM) de I(ECI) a R(RPY).

oB!: Angulos de Euler del cuerpo rigido, respecto a la terna inercial.

Todos los angulos de Euler se encuentran en la misma convencion que en las condiciones iniciales de
la entrada.

Por ultimo se presentan algunas salidas de aceleracion lineal, y aceleracién y velocidad angulares,
convenientes para utilizar el sistema junto con modelos de sensores inerciales, como acelerémetros y
giréscopos.

» [a]?: Aceleracién (inercial) del cuerpo en coordenadas de cuerpo (aceleracién total).

= [wBI ]B: Velocidad angular del cuerpo respecto a la terna inercial, en coordenadas de cuerpo.

7 : Derivada respecto de la terna de cuerpo de la velocidad angular del cuerpo, en

coordenadas de cuerpo (o lo que es igual: derivada de la salida anterior).

[dBwBI B

[a,]B: Aceleracién perturbadora = [a]® — [g]P (aceleracién total menos la gravedad).

= [g]P: Aceleracién de la gravedad en coordenadas de cuerpo.

[wBE]B: Velocidad angular del cuerpo respecto a la terna de referencia orbital RPY.

Todas las salidas son vectores columna de 3 filas, a excepcién de las matrices de cambio de base
que son justamente matrices de 3 x 3.
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3.2.3. Variables de entorno

Al mismo tiempo se necesitan configurar algunas variables en el espacio de trabajo de MATLAB

(workspace) para que el modelo funcione correctamente:

Variable Valor

mu 398600441900000

Re 6378388

J2 0.0010826

J3 -2.52e-6

J4 -1.61e-6

J5 -0.15e-6

J6 0.57e-6

w_earth  7.292115e-05

k_quat 0.005

Ix I, Momento de inercia principal, eje x
Iy I,,, Momento de inercia principal, eje y
1z I, Momento de inercia principal, eje z
Cd Cy, Coeficiente de resistencia atmosférica
S S, Area de la seccién transversal del satélite

Cuadro 3.1: Variables de espacio de trabajo de MATLAB

La variable k_quat es un factor de normalizacién que se utiliza en el método numérico de deter-
minacién de actitud. Se puede modificar, considerando que valores mas grandes reducen el error en la

integracién, pero hacen que la simulacion sea mas lenta.

Las tultimas 5 variables son propiedades del vehiculo a simular y deben ser ajustadas al caso de

estudio.

3.2.4. Unidades

Para las unidades se utiliz6 el estandar internacional SI, que se resume en la tabla 3.2

Elemento Unidad
Tiempo S
Angulos rad
Velocidad angular rads—!
Posicién m
Velocidad lineal ms~!
Fuerza N
Torque Nm
Masa kg
Aceleracion lineal ms2
Aceleracién angular  rads™2
Momentos de inercia kg m?
Area m?

Cuadro 3.2: Unidades del sistema SI
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To Workspace

Orbit | 4 - Wdouble (3=
SC_dynamics 2 py4tign (ECI) »| pos
double (3) In
nitial Euler Angles (BR »{Initial EulerAngles(BR) double (2) Cont
Velocity (ECI) P pl To Workspace3
double Cop
X
.
double (3) Inf Postion (ECEF)
nitial T whBl 1'8 — ) Initial [ w*Bl *B ECEF Positionto LLA 2 dOUD‘eCO
: £l longitude
Velocity (ECEF) b To Workspace4
To Waorkspace1
double
double (3) Inf EulerAngles (BR) | anglesBR
nitial pos p{Initial Podtion (ECI) 3
DCM_BRp
double (3) Inf
Aitial vel »initial Velocity (ECI) DCM_BI p
DCM_RI p
To Workspace?2
double (3) Inf double
FM (EC [ Force J"I EulerAngles (Bl) p| anglesBl
3 3
[Acel_B]'B (total) p
Jouble fm
F'B T[Force]“B [w BITB
[w_Bl_dot "B p
double (3) Inf
[ Torque "B »|[ Torque "B
[Acel_B1'B (0)p
I
Trajectory generator [grBp
double Inf
m p{Mass
[w BRI'Bp
m A

Plant

Figura 3.10: Ejemplo de uso I

3.2.5. Ejemplo 1

En este ejemplo, se programé un moédulo denominado “Trajectory generator”. Internamente este
bloque contiene una serie de variantes ' con trayectorias del satélite y de algunos vehiculos terrestres
para hacer pruebas, configurables a través de la variable de MATLAB “Trajectory_mode”. En este
caso se utilizé el modo “Orbita”,

Trajectory_mode = 0;

Esta variante incluye un bloque (Fig. 3.11) que transforma los elementos orbitales cldsicos en posicién
y velocidad, segtin las féormulas de la seccién 2.11.1. Esto es muy 1til puesto que al simular érbitas
es mas intuitivo definir las condiciones iniciales segiin la forma y orientacién en el espacio que segin
los valores de posicion y velocidad. Por estos motivos, ademads de las variables del modelo dindmico,
tabla 3.1, se hacen necesarias algunas variables mas para el modo “Orbita”. En el caso particular de
este ejemplo, se introdujeron los elementos orbitales iniciales dados por la tabla 3.3.
Por otro lado, la condicién inicial en orientacién es arbitraria, mientras que aquella en velocidad
0,02
angular, [w(])BI 1B = 0,02 |, se ha tomado de las condiciones de inyeccién de manuales de vehiculos
0,02

!Bloques “Variant Subsystem” de Simulink
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[0, pir2, pil2 | f————p( 1)

Initial Euler Angles (BR)

anlgesBR_0

[111]%0.02
a0

Initial [ wABI 'B

Constant

a - Semimajor Axis

el

P a - Semimajor Axis

e - Eccentricity . .
P o - Eccentricity Initial Position (ECI)

argPer0 Initial pos1
I—b w - Argument of Perigee
w - Argument of Perigee i0 i - Inclination
Initial Velocity (ECI)
i - Inclination P Omega - Rigth Ascension Initial vel1

nitial Conditions

raanQ

Omega - Rigth Ascension

Constant1
[ Torque 1*B

Figura 3.11: Generador de condiciones iniciales del modo “Orbita”

Variable Valor Unidades Descripcién
Trajectory_mode 0 - Trayectoria elegida (érbita)
a0 R, +400 km Semieje mayor inicial

el 0.0074 - Excentricidad inicial

i0 —831%5 rad Inclinacién inicial

argPer( 54155 rad Argumento de perigeo inicial
raan( —69155 rad Longitud del nodo inicial

Cuadro 3.3: Variables de MATLAB para el modo “Orbita”
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lanzadores comerciales, [1], [2], [3], [13].

Las fuerzas de control se mantuvieron nulas, dejando orbitar libremente al vehiculo, sujeto a las
perturbaciones de resistencia atmosférica y momento por gradiente gravitacional.

Por ultimo, con el valor de semieje mayor inicial, se espera un periodo orbital acorde a la ecuacién
2.11 de 5545 segundos. Para redondear, se corrié una simulacién con una duracién de 6000 segundos.

Orbita - ECI

6000
4000 -
2000

0

Z [km]

-2000

-4000

-6000

Y [km] -6000 X [k

Figura 3.12: Trayectoria en tres dimensiones

En la figura 3.12 se puede ver un grafico de la trayectoria descripta por el centro de masa en
terna inercial. En la figura 3.13 se muestra un tipo de grafico muy habitual denominado “trayectoria
terrestre”, en inglés ground track, que mapea la posicién del satélite a coordenadas geograficas de
latitud y longitud. Esto permite visualizar mejor sobre que regiones del planeta se encuentra el vehiculo.
El marcador ("X’)indica el punto de inyeccién en la érbita, es decir, la posicién inicial de la simulacién.

En cuanto a la orientacién, se puede ver en la figura 3.14 la evolucion de los dngulos de Euler
respecto a la terna ECI y a la terna orbital RPY. Esta forma de onda se debe al momento por
gradiente gravitacional que sufre el cuerpo rigido, ya que no existe ningtin torque de control aplicado
a la planta y por lo tanto el satélite rota libremente.
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Latitud

Longitud

Figura 3.13: Trayectoria terrestre

Angulos de Euler respecto a ECI
T T T

Angulo []
— N
o o
o [=] [=]

Tiempo [s]

Angulo [*]
—_T B
=
:\;
e
@_
<=::‘__:'_</_:1‘—‘ ::'
e ——— &
—‘ﬂ?
%
—_—=
—
— =
—_—
=
T—
_—
_b__/:
—
—{—_\?’\)

Tiempo [s]

Figura 3.14: Angulos de Euler respecto a la terna inercial y orbital
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4 Figure 3 - ] X

[Pa|sc_example ¥
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Initial EulerAngles (BR)
Velocity (ECI) —|_:05 ECI
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MaES
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Figura 3.15: Ejemplo II de uso del modelo

3.2.6. Ejemplo II

En este ejemplo, se demuestra que el simulador implementado no solo se puede utilizar para la
trayectoria orbital del satélite, sino también para otros problemas tedricos de mecénica clésica.

Ademas de cargar las variables de la tabla 3.1, es necesario generar las condiciones iniciales y las
fuerzas de control adecuadas al caso de estudio. Para este ejemplo se busco como objetivo sintetizar una
trayectoria en espiral ascendente como puede verse en la figura 3.15. La traslacion de este movimiento
puede descomponerse en dos partes. Por un lado, en el eje Z se trata de un ascenso vertical acelerado,
dado por una fuerza constante en coordenadas inerciales apuntando al polo Norte celeste:

donde m es la masa del vehiculo, cuyo correlato en el simulador se encuentra en una variable m0,
en este caso de 1000 kg. Por otro lado, en el plano XY se mantiene un movimiento circular uniforme

(MCU) de condiciones iniciales:
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Figura 3.16: Condiciones iniciales del ejemplo II.

Esto significa que el centro de masa se encuentra inicialmente sobre la superficie terrestre 2 , a 100
metros del polo norte geografico, en el sentido negativo del eje Y. Ademas, tiene una velocidad inicial
de 10m s~ en el eje X positivo. Esta posicién y velocidad inicial, implican, segiin la definicién de la
seccion 2.3, que la terna de referencia RPY se alinea inicialmente segun:

~

Tyow = —1z, Troll = 2z, Tpitch = — 1y

Con estas condiciones iniciales de traslacién se puede calcular el médulo de la aceleracion centripeta,
a. para que el movimiento sea circular,

v 102 1
Qr = — = — =
g 100
donde rg y vg son las normas de las condiciones iniciales [rg)! y [vo]! respectivamente, pero solo en el

plano XY, que es donde se da el MCU, es decir:

e[l -l

En consecuencia, como se desea que el centro de la circunferencia se encuentre en el origen del plano XY,
a la altura del polo Norte geografico , es decir [00 R.]”, se aplica una fuerza constante perpendicular a
la velocidad, proporcional a la aceleracion recién calculada, en el sentido negativo del eje Y de cuerpo,
de modo que apunte al centro del circulo.

La velocidad de revolucién con que recorre la circunferencia queda determinada por:

w0 _ 0.1rads™!
T

2Se considera para este ejemplo sencillo que la superficie de la Tierra en el polo Norte geografico se encuentra a una
distancia R. del origen
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que implica un periodo de revolucién de P = g’; =207

En cuanto a la rotacion del cuerpo rigido, se desea que la terna de cuerpo se mantenga alineada con
la terna de referencia RPY, por lo tanto la orientacién inicial se anula y se hace coincidir la velocidad
angular del cuerpo con la velocidad de revolucion del MCU.

0 0
@BR _ 0 ’ [wBI]B — 0
0 ~0,1

En el grafico de los dngulos BR de la figura 3.15, se puede ver que efectivamente el tinico angulo
que evoluciona distinto de 0 es el de yaw, con un periodo igual a 207.

3.3. Comparacién con el STK

Para validar el simulador, se compararon los resultados de los elementos orbitales cldsicos con
aquellos calculados por una aplicaciéon comercial de simulacién de vehiculos aeroespaciales, el STK
(Systems Tool Kit) de la empresa AGI, [20].

En ambos programas se cargé una érbita con parametros iniciales dados por la Tabla 3.4, para un
cuerpo rigido de 250 kg de masa.

Elemento Valor Unidades
Semieje mayor (a) R. + 400 km
Excentricidad (e) 0.0074 -
Inclinacién () 95 °
Argumento de Perigeo (w) 0 °
Longitud del nodo (£2) 0 ©
Anomalia verdadera (f) 0 °

Cuadro 3.4: Elementos orbitales iniciales

con R, el radio medio de la Tierra.

Estos valores implican una altitud de perigeo y apogeo de 350 km y 450 km respectivamente,
como condicién inicial (estos son elementos osculantes). Ademds, se destaca que el vehiculo inicia la
simulacién en el perigeo.

En la figura 3.17 se puede apreciar la evoluciéon de los elementos orbitales osculantes segin el
simulador desarrollado a la izquierda, y segiin el STK a la derecha.
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Figura 3.17: Evolucién de los elementos orbitales durante 2 6rbitas y media.
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Capitulo 4

Navegador

A continuacién se hace una breve descripcion de las técnicas de navegacién encontradas en la
literatura y se argumenta su eleccion.

4.1. Navegador inercial (INS)

Frente a la ecuacién diferencial que describe la traslacién del centro de masa (2°ley de Newton,
ec. 2.1), la primera aproximacién que se puede hacer para obtener la posicién y velocidad de este, es
integrar dicha ecuacién y calcular la velocidad, como en las ecuaciones 2.30 y 2.29. En estas ecuaciones

se suele definir la fuerza especifica:

F
fsp:E

Con este cambio de variable, las ecuaciones resultan mas utiles en la practica considerando que los
instrumentos de medicién (acelerémetros) lo que en verdad miden es la fuerza especifica y no la fuerza
inercial F. Ademads, la fuerza de gravedad interactia de manera uniforme sobre el instrumento (tanto
sobre la estructura como sobre la masa testigo), de forma tal que no puede ser medida por este. Para
reflejar esta situacion en las ecuaciones, se puede escribir entonces:

fsp:.fa+g

donde f, es lo que mide el instrumento y g la fuerza de gravedad.
Reemplazando esta variable en la ecuacién diferencial 2.27, en coordenadas inerciales queda en-
tonces:

H RETAIRAT (41)

5] -

La gravedad en coordenadas inerciales, [g]I , se calcula mediante el modelo tedrico J2 en funcién
de la posicién (ver seccién 2.14.1).

Si bien los acelerometros miden la fuerza especifica, en el caso de unidades inerciales strap-down
el dispositivo se encuentra fijo al vehiculo, de modo que miden la variable en coordenadas de cuerpo.
Por lo tanto, especificamente lo que miden es | fsp]B . Entonces es necesario convertir esta magnitud a

coordenadas inerciales para completar la ecuacion 4.1, resultando:

T bl + 1oy
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Integrando, se obtiene:

(0], = [oo]! + /0 (ChIF.IE + [g)") dt (4.2)
]l = o) + /0 o]/, dt (4.3)

En ambos casos, se estd asumiendo ademas el conocimiento de las condiciones iniciales en posiciéon y
velocidad, datos que en la practica se tienen con un cierto grado de incertidumbre. Es decir, que el valor
de condicién inicial que uno pone en la integral tiene un error. Este error se integra continuamente en
cada instante de tiempo. De forma que el error final en velocidad y posicién dependera de la trayectoria
realizada por la aceleracion, y en el caso general, diverge con el tiempo.

El mismo anélisis se puede realizar si se considera la rotacién del cuerpo rigido, integrando en este
caso el momento (equivalente rotacional de la aceleracién lineal) para obtener la velocidad angular, y
luego integrar una vez mas para obtener la orientacién del cuerpo rigido. Sin embargo, la aplicacion
en la practica no tiene la misma utilidad, ya que para la rotacién, los instrumentos mas comunes de
medicién aportan informacién sobre la velocidad angular, y no el momento. Por este motivo, se suele
integrar directamente la velocidad angular para obtener asi los dngulos de Euler o alguna representacion
equivalente de la actitud del cuerpo rigido. Este procedimiento, totalmente cinemético, se trata en la
literatura como el problema de la determinaciéon de actitud de un cuerpo rigido dada su velocidad
angular. La ecuacién diferencial en cuaterniones para este caso fue presentada en la introduccién, sec.
2.14.2.

En suma, la estimacién de las variables de estado mediante la integracién directa de las ecuaciones
de Newton y Euler, se conoce como Navegador Inercial, y a partir de ahora, abreviaremos INS (Inertial
Navigation System).

Por el momento, hemos considerado que los instrumentos proveian los valores de aceleracion y
velocidad angular verdaderos. La situacién empeora al considerar instrumentos reales, donde el valor
de la variable a medir se encuentra inmerso en ruido y sesgado, a lo que se le suman otros errores
por no linealidad u ortogonalidad de los ejes del instrumento. El error resultante de integrar estas
mediciones empeora notablemente, divergiendo en la mayoria de los casos practicos.

Ante la ausencia de instrumentos de medicién, también es posible utilizar un modelo nominal, en
caso de que las fuerzas y momentos ejercidos sobre el cuerpo fueran conocidos de antemano. En dicho
caso, se puede introducir el modelo de aceleraciones en reemplazo de la medicién del acelerémetro. Por
el lado de la rotacién, se hace lo mismo con los giréscopos y ademas, se puede utilizar directamente
la ecuacion de Euler, dado el conocimiento del torque actuante.

Las ecuaciones diferenciales que se deben resolver para navegar inercialmente (INS), en resumen

O1: s
EARCk (4.0
I
| = chln (4.5)
BI
d(Zzt Pl [ [wfgf]B ] (4.6)

con [f,]? obtenida por los acelerémetros, [g]’ mediante el modelo gravitatorio y [w?’ ]B medida

por los girdéscopos.
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Un desarrollo similar se obtiene derivando la posicién respecto a la terna ECEF y utilizando donde
corresponda la transformacién de Euler, y se llega a las siguientes ecuaciones diferenciales:

4] -y

[d"} CCBIA 4 (g - 200

dt
BI
7dq = qu / B
dt [wB]
E'E '
qBE _ q(t:O(S qIE BI

donde se define )
91" £ [g]” — (2F)" [r]” (4.7)

con QF definida en ec. 3.4 y con la salvedad de que las derivadas de posicién y velocidad son respecto
al sistema de referencia ECEF y no al inercial como en la ley de Newton.

La ultima ecuacion de transformacion de cuaterniones merece una aclaracién. El término qg;%% se
debe al dngulo horario inicial de la Tierra respecto a la terna ECI, que no necesariamente es 0. La
terna I es la ECI y E es la ECEF como siempre. Por otro lado, Ey es una terna inercial, pero rotada en
un angulo Zg, correspondiente al &ngulo horario de la terna terrestre en el instante ¢ = 0, es decir que
coincide con E en dicho momento. Ademaés, E’ es una terna auxiliar que rota con la misma velocidad
y eje de rotacién que la ECEF, aunque con un dngulo horario inicial nulo, es decir, que coincide con

la ECI en £ = 0. En consecuencia, la evolucién del cuaternion de orientacién de esta terna es:

1B _ 0
di) = —twP!]E
En base a estas definiciones, en el instante inicial ¢ = 0, se cumplen las siguientes igualdades:

I1E, __ F'Ey _ _FE'E
9(1=0) = 9(1=0) = q(t=0)

4.1.1. Discretizacion

Para que una computadora pueda resolver automaticamente este problema, es necesario pasar
de tiempo continuo a tiempo discreto. Existen diversos métodos numéricos que resuelven problemas
generales de ecuaciones diferenciales. El método maés utilizado por su simpleza y efectividad, es la
linealizacién de Taylor en primer o segundo orden. Una funcién continua z(-), en un punto to de
su dominio, se puede aproximar a un polinomio de grado N por el método de Taylor a través de la
siguiente férmula:

dx(t()) 1 d2l’(t0) ile’(to)

t) ~ a(t t—to) + = t—t0) 4+ = (t —tg) 4.8
x(t) ~ x(to) + 7 ( 0)+2 72 (t —to)” + NI N (t —to) (4.8)
Si se considera por ejemplo una ecuacion diferencial continua (no necesariamente lineal):
dx(t)
= t),t
2 = ()1

y al instante t; como tg y al tx11 como t (es decir, el punto a evaluar en el polinomio aproximador),

entonces se puede escribir la siguiente férmula, mediante Taylor de primer orden:

dx(ty)
dt

T(try1) = o(ty) + (tk+1 — tr)
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o(tgr1) = @(te) + f(2(te), te) (tks1 — ti)

Si ademds se considera Ts = (tx41 —tx) constante, entonces la discretizacién de la ecuacién diferencial,
queda:

T(tpy1) = x(te) + f(z(tr), te)Ts (4.9)

Si se toma un segundo orden de aproximacién de Taylor, el resulado es:

o(tker) = a(te) + Tof (2(tr), te) + z;szfl’;(x(tk), tr) (4.10)

Cabe destacar que este método se utiliza para discretizar el sistema y no necesariamente para
linealizarlo, ya que en f(z,t) se introducen funciones que podrian depender no-linealmente de x ().

ECI

Si se considera por ejemplo a la velocidad inercial en funcién del tiempo como z(-), se puede escribir
entonces la siguiente férmula, mediante Taylor de primer orden, ec. 4.9:

dvl?!
[v}] = [’U]I + [ (tk+1 — tk)
(tk+1) (tk) dt | )
fdvl!
I _ I
[v](tkﬂ) - [U](tk) + dt] T
L (tk)

con T's = tp41 — t el perfodo de muestreo de la aceleracién, que consideraremos constante para
todo instante de tiempo.
Reemplazando con la ec. 4.5 queda:

(0] = 01 + T (%(tk)[fa}gk) + [g]ftk))

Para la posicién se utiliza una aproximacion de Taylor de segundo orden, ya que se dispone de la
segunda derivada, ec. 4.10:

dr]? 1 [d2r!
[r]{tkﬂ) - [T]{tk) + [dJ (thy1 — i) + B |:d7§2:| (tra1 —tr)?
(tx) (t)

Reemplazando con la definicién de Ty, las ecuaciones 4.4 y 4.5 y considerando que la velocidad es la
derivada de la posicién, segin eq. 2.2, se obtiene:

1 T2

i) = [y + Telolfey + 5 (Choo Rl + ol

(tr+1)
En lo que respecta a la orientacién, aplicando la aproximacion de Taylor de primer orden:

1
BI  _ _BI
o=t grb, |
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ECEF

Mediante un razonamiento andlogo, las ecuaciones en tiempo discreto del INS en terna ECEF,
aproximadas en primer y segundo orden de Taylor son:

[vE}ng) - [’U ](tk) + T (O (tk)[fa] (t) +19 }(tk) QQE[ ]5k))

[r](Ethrl) =r ](tk) + Ty ](tk) Y;S (CE B(tx) [fa] +1g ](tk) a 2QE[ ](Etk)>

1
BI  _ _BI
[[]]

_ JF'E 0 BI
q(tk) 9= 0(3 [ — kT, [wB1]E ] (1)

4.2. Navegador integrado

Los acelerémetros y girédscopos no suelen ser lo Unicos sensores a bordo de la nave. Es muy comun
en los sistemas de determinacion orbital de un satélite, o en el navegador de un lanzador, incluir un
receptor GPS que provea una medicion de la posicién y velocidad del vehiculo respecto a la terna ECEF.
Otras veces se toman directamente los datos crudos de las antenas -el pseudorango y el corrimiento de
fase-, y se hacen cédlculos para obtener esas variables. Estos dispositivos suelen entregar mediciones con
una frecuencia de actualizacién muy lenta, en el orden de 1 Hz, con un error de aproximadamente 5 m
en posicién y 0.1 m/s en velocidad. En general, el receptor GPS se dice que es un sensor externo, dado
que la fuente de informacion la proveen los satélites de la constelaciéon GPS/GLONASS o el sistema
que sea que se esté utilizando. Otros sensores de este tipo son los magnetéometros, los altimetros y
los barémetros. De modo de aprovechar tanto los sensores inerciales como los externos se utilizan
herramientas de integracién de informacion que permiten fusionar estos datos, esperando obtener
errores acotados en las variables y mejores que si se tomara cada sensor por separado.

En este trabajo se aplica este concepto utilizando el algoritmo propuesto por R. F. Kalman,
denominado Filtro de Kalman, en su variante “Extendido”, que se utiliza para modelos de dindmica
no-lineal. En esencia, el algoritmo combina la navegacién inercial a partir de los datos de la IMU,
con actualizaciones periddicas de los sensores externos mediante un modelo de observador estocastico
(es decir, una medicién ruidosa). Las correcciones en las variables de estado se calculan de modo de
optimizar la relacién de compromiso existente entre reducir la varianza del estimador y aumentar la
rapidez de convergencia.

4.2.1. Filtro de Kalman para sistemas lineales

El filtro de Kalman se utiliza sobre modelos lineales en tiempo discreto de la forma:

{ Tp1 = Pp i + wy,

4.11
Y = Crxp + My (4.11)

donde
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T es el vector de estados en el instante k
Py es la matriz de transicion de estados del instante k al k£ + 1
wy, es el ruido de proceso, gaussiano de media nula
Yk es la salida del sistema
C es la matriz de salida
Nk es el ruido de medicién, gaussiano de media nula
Qaek) es la matriz de covarianza del ruido de proceso: F [wiij] = { OQd(sl?i ;Z; J
: . . T Ry, sti=j=k
Ry, es la matriz de covarianza del ruido de medicién: [nmj | = 0, sii j

El algoritmo consiste en un primer paso de inicializaciéon donde se establece una primera estimacion
de las variables de estado y del error cometido:

o = Elzo] (4.12)

Py = E[(z0 — E[zo])(z0 — E[zo])7] (4.13)
P es la matriz de covarianza del estimador: P = E[(x — &)(x — £)7]
Luego, se ejecuta el paso de Prediccién, mediante la matriz de transicién de estados:

Tpr1k = Prpp

Priaje = PrPyp @ + Que)

donde Ty, es la mejor estimacion del vector de estados en el instante k + 1 dada la secuencia de
mediciones {y} hasta el instante k. Este paso se reitera con cada medicién de la IMU, hasta que se tenga
una nueva medicién de los sensores externos. En dicho momento se pasa a la etapa de Actualizacién,
donde se corrigen las variables con la nueva informacion mediante:

Ki1 = PoapCf (CrProswCF + Ri) ™!

Zpi1fkt1 = Trpip + Kir1 (Y — CrZigr)

Prijper1 = (I — Kg1Ck) Pryaje

A continuacién se vuelve al paso de Prediccién, completando el ciclo del algoritmo.

Algoritmo 1 Filtro de Kalman

1: To = Elzo] > Inicializacién
2: Py = E|[(z0 — E[z0])(w0 — Elxo))?] > Inicializacién
3: for all nueva medicién inercial do

4: Tk = Prlpk > Prediccién
5: Pk+1|k = Qkpk\k:q)g + Qd(k) > Prediccién
6: if nueva medicién externa then

7: Ky = Pk+1|kCg(CkPk+1|kCg +R)7! > Actualizacion
8: Thg1jkt1 = Thgrpk + Kep1(Ur — Crpgp) > Actualizacion
9: Pk+1|k+1 = (I — Kk+10k)Pk+1|k > Actualizacién
10: end if
11: end for
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Figura 4.1: Integracién débilmente acoplada con realimentacién

4.2.2. Filtro de Kalman Extendido

Cuando la planta del sistema no es lineal, la soluciéon inmediata es linealizarla en algiin punto de
trabajo. El Filtro de Kalman Extendido propone linealizar el modelo en el punto dado por la estimacién
del estado en la iteracién inmediatamente anterior. De esta forma se obtiene ® y C para calcular la
ganancia K del paso de actualizacién. No obstante, en la prediccién, se puede utilizar directamente la
funcién no-lineal de transicion de estados, dado que no se requiere ningun calculo matricial.

4.2.3. Integracion Débilmente Acoplada con realimentacién

Este procedimiento puede ser interpretado también mediante el esquema de la figura 4.1. Alli se
tiene un bloque de prediccién, donde se ejecuta el Navegador Inercial (INS) no-lineal. Por otro lado,
un Filtro de Kalman se utiliza para estimar los errores del INS, mediante la informacién provista por
la salida de este y los sensores externos, actualizando la estimacién. Luego, con los calculos de este
bloque se pueden fusionar los datos entre el INS y la salida del filtro de Kalman, corrigiendo el estado.
Finalmente se realimenta la estimacion actual del estado a la entrada del INS, reiterando el algoritmo.

Cuando se utiliza la salida del médulo receptor GPS de posicién y velocidad en terna ECEF, esta
configuracién se conoce con el nombre de Navegador Integrado Débilmente Acoplado. El médulo GPS
posee un filtro interno donde estima como mejor puede estas variables, a partir del pseudorango y
corrimiento de fase, independientemente del INS y la salida del navegador integrado.

4.2.4. Integracion fuertemente acoplada

Por otra parte, existe una configuracién denominada Navegador Integrado Fuertemente Acoplado
donde se utilizan directamente las mediciones de pseudorango y corrimiento de fase (desplazamiento
por efecto Doppler) de las antenas GPS. Conociendo las efemérides de los satélites de la constelacién
GPS, se puede calcular una estimacién del pseudorango y corrimiento de fase a partir de la posicion
y velocidad del INS. Esto permite comparar estas variables entre el GPS y el INS para alimentar el
filtro de Kalman de fusién de datos y realimentar nuevamente el sistema, como se ve en la figura 4.2
[10]. De esta manera, en vez de tener un filtro individual para el GPS y otro de fusién de datos, se
centraliza el algoritmo en un tunico filtro de integracién de informacién.
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Figura 4.2: Integracién fuertemente acoplada

4.2.5. Integracion ultra-fuertemente acoplada

En otros casos también es posible utilizar la salida del filtro de Kalman de fusion de datos para
mejorar la estimacion de pseudorango del receptor GPS, aumentando ain maés el acoplamiento entre los
datos crudos de todos los componentes del sistema de navegacién. La implementacién de este sistema
es mucho més compleja y requiere productos comerciales especificos que permitan no solo acceder al
pseudorango y desplazamiento Doppler, sino también, corregirlos internamente, o bien acceso a las
senales de radiofrecuencia elementales que generan las antenas.

4.2.6. Integraciéon Débilmente Acoplada sin realimentacion

Existe otra configuracion débilmente acoplada, donde se ejecutan en paralelo el INS y el filtro de
Kalman, pero la salida de esta fusiéon de datos se usa como salida final del navegador, en contraste con
la configuracién realimentada, donde la salida del filtro de Kalman se utiliza para corregir la entrada
del INS.

4.2.7. Eleccion del tipo de integraciéon

Las integraciones fuertemente acopladas requieren de un receptor que permita el acceso a las me-
diciones en crudo del GPS, que comercialmente no es el caso general. Por otro lado, la integracion
débilmente acoplada simple (sin realimentacién) es menos estable ya que el error del INS crece indefini-
damente y el sistema puede escapar de la region lineal. En cambio, el Navegador Integrado Débilmente
Acoplado con realimentacién a la entrada, ademds de tener una implementacion mas simple, es mas
robusto a reemplazos en los componentes del sistema, ya que cualquier GPS o INS comercial se puede
utilizar. Por estos motivos, esta fue la configuracién elegida para el sistema propuesto.

Por esta razon, el sistema utilizado fue el de la figura 4.1. El bloque INS de esa misma figura
implementa las ecuaciones de la seccién 4.1.1 (esto puede ser o bien en terna ECI o bien en terna
ECEF, en este trabajo se opté por la terna terrestre). El filtro de Kalman (a la derecha en la figura)
consiste en el algoritmo 1. Sus estados @ son los errores en posicién, velocidad y orientacion, cometidos
por el INS en el célculo; y las observaciones y (a la entrada del filtro) son la diferencia entre las
mediciones del GPS y la salida del INS.
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Figura 4.3: Integracién ultra-fuertemente acoplada

4.2.8. Modelo de la dinamica del error

Como se explicd recientemente, el filtro de Kalman estima el error cometido por el INS, y por
lo tanto, es necesario un modelo que describa la dindmica de estos errores. Se distinguen dos ternas
de cuerpo, la terna real y la calculada. Ambas se construyen respecto a una terna inercial Unica. Sin
embargo, solo la terna real describe perfectamente la orientacién del vehiculo, mientras que la terna
calculada se equivoca, pero es sobre la cual realizamos todos los calculos a bordo. En la literatura puede
encontrarse esta diferencia entre ternas de cuerpo a causa de errores de cémputo en la computadora o
a causa de perturbaciones en la terna real. Es posible demostrar que ambas aproximaciones concluyen
en iguales resultados [14].

De este modo, los errores en actitud se plantean como la diferencia entre la terna real del cuerpo
(B) y una terna de cuerpo calculada (B), sobre la cual se realizan los cdlculos en la computadora

bt 47
00
0P By
e
2 b
by, %, y
b,

Figura 4.4: Terna real y terna calculada de cuerpo.
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de a bordo. Si se supone que dichos angulos son pequenos, la teoria de pequenas rotaciones permite
escribir:

C’g ~ I3+ S(p)

0
con ¢ = | 00 | los dngulos de Euler del cuerpo respecto a la terna inercial, I3 la matriz identidad
oY
de 3 x 3, ¥y S(¢) la matriz antisimétrica del producto vectorial aplicada a ¢:
0 =%y &0
Slp)=1] & 0 =9
—00 69 0

La relacién con la terna inercial entonces queda establecida por:
Cl =CLCE = Ch+0C
y en cuaterniones:
IB BB _IB
a9 =99

qBB calculado a partir de Cg.

En general, en este andlisis, una variable calculada, & se define como:
T=x+0x
donde Z es la variable calculada, x la variable real y dx el error en el calculo.
ECI
La posicion y la velocidad calculadas en este caso se definen como
7] = [r]! + [or]!

[6]" = [v)’ + [6v]’

donde las variables con sombrero son las calculadas, sin sombrero las reales, y anteponiendo ¢ es el
error en dicha variable. Y las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de los errores

son: .
dor
7 = sl
| =
dév]’
| = ont - bR + ChORL®
dﬁ _ _QB S BIWB
donde se define la derivada del modelo gravitatorio respecto a la posicién:
15 [99]
i or
[r]f

y la matriz antisimétrica del producto vectorial:
0F 2 5((wB!P)
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Con estas ecuaciones, el modelo en variable de estado para el caso ECI, en tiempo continuo, puede
escribirse matricialmente como:

da(t) = A(t) 0z (t) + B(t) £(t)
{ dy(t) = C(t) 6z (t) + n(t) (4.14)
donde
[67’]1 03 .[3 03 03 03 03
so= | [l | A= | 05 —CS(£J%) | B=| L Ch 0
4 03 03 -af 03 03 I3

1
Oy = MP (1) e=| & n—{m}
Ew

— MBI [67]7 s _ oraps)”
oy =M [[M]fm] [[5ngS]E]

con MP! definida en la ecuacién 3.7, 03 una matriz nula de 3 x 3 y I3 la matriz identidad de 3 x 3.
Ademsds, la matriz de covarianza del ruido de medicién es una diagonal con la varianza de los
errores de posicién y velocidad de la medicién del receptor GPS:

R=

Uz(GPS) I3 Os ] (4.15)
0 o2 I :
3 v(GPS)*3

La matriz de covarianza del ruido de proceso, queda definida por un lado por el error en el modelo
gravitatorio o4, y por otro por los errores de los instrumentos de medicién inerciales, i.e. VRW y ARW
de acelerémetros y giréscopos, oy y o, respectivamente.

0313 03 03
Q=1 03 o}z 03 (4.16)
03 03 012”[3

En tiempo discreto, el modelo resulta [10]:

011 = P dxy + wy,
417
{ 0y = Cp oy + My ( )
con )
T
Op = Iy + T A, + - Afy,) (4.18)
Blwiwg] = Quky = B(,) @B, Ts (4.19)
Ry,=R (4.20)

con Iy la matriz identidad de 9 x 9.
El paso de fusién de datos de la navegacion integrada para calcular el estimador final, consiste por
ultimo en:
7]’ = [rivs]’ = [or)!
[v)" = [vrns]) — [o0)!
a"" = afvsa”"
donde las variables con subindice I NS son las salidas del navegador inercial (INS), mientras que
aquellas con J corresponden a la salida del filtro de Kalman de errores.
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ECEF

Para el caso en que se tomen las variables respecto al sistema de referencia ECEF, los errores y la
posicién y velocidad calculadas se definen:

qPB — ¢BBqFB

#)7 = [r)” + [r]"
[ﬁE]E _ [’UE]E + [(5’UE}E

las matrices del modelo en tiempo continuo, ec. 4.14, son:

(6] 03 Iy 03 03 03 O3
dz=| [wP]" | A= |~ 207 —CES(f]?) | B=|I Cf 03
© 03 03 -QB 03 03 I3
&g
Iy 03 O3 m]
C: = p—
{03 I3 03] < ? ! [771;

[5T]JIENS - [57“GPS]E
oy =
Y [ (507 ] 1y — [«svgpﬂ

En este caso, v¥ corresponde a la derivada del modelo gravitatorio, segiin la definicién 4.7:
1 E E
(] 8
or i or
Luego, con las mismas ecuaciones 4.18, 4.19 y 4.20 se obtiene el sistema discreto 4.17.

El paso de fusion de datos de la navegacion integrada para calcular el estimador final, consiste por
ultimo en:

. (QE)2

[r]®

[r]” = [rins]® - [or]”
"] = [vfvs]” — [5v"]”

BE BE _BB
q =dqrNsq

donde nuevamente las variables con subindice NS son las salidas del navegador inercial (INS),
mientras que aquellas con § corresponden a la salida del filtro de Kalman de errores.

4.2.9. Eleccion de los sistemas de referencia y coordenadas

Al escribir las ecuaciones diferenciales del modelo se presenta la disyuntiva de qué sistemas de
referencia utilizar. La primera opcién es utilizar terna inercial ECI, dada su simplicidad. Ademés con-
siderando que para obtener los pardmetros orbitales se debe utilizar la posicién y velocidad inerciales,
este modelo es muy practico, puesto que a la salida arroja [7‘][ y [U]I . Sin embargo, lo cierto es que las
mediciones del GPS se refieren al sistema ECEF, lo cual implica una matriz de salida (C) que realice
las transformaciones correspondientes en el filtro de Kalman.

Por otro lado, si se utiliza la terna ECEF para escribir el modelo, se tiene una matriz de salida
(C') més simple, pero en las ecuaciones diferenciales aparecen nuevos términos debido a la fuerza de
Coriolis y a la aceleracion centrifuga. Ademéds en este caso no se escapa a la transformaciéon de ECEF
a ECI, puesto que mas adelante para obtener los pardmetros orbitales se necesita posicién y velocidad
inerciales, como se comentd anteriormente.
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Figura 4.5: Implementacién del navegador integrado en Simulink

Ambas alternativas se han desarrollado y simulado con iguales resultados. La matriz de transicién
de estados ® es muy similar en ambos casos, los nuevos términos en el caso ECEF no significan un
gasto considerable de recursos computacionales. No asi sucede con la matriz de salida, C, que en
el caso ECI depende del tiempo y contiene matrices de cosenos directores, mientras que en el caso
ECEF es practicamente una identidad concatenada con ceros. Ahora bien, para calcular los parametros
orbitales son necesarias la posicién y velocidad inerciales, por lo tanto en el caso ECEF no se escapa
a la transformacién con ME. No obstante, el calculo de los pardmetros orbitales solo es necesario
durante el guiado de la transferencia orbital, que se reduce a un corto periodo de tiempo. Sabiendo
que el satélite requiere un navegador para toda la misién, es mucho més practico utilizar el ECEF,
puesto que en la mayoria de los casos, en un satélite de observacién terreste, interesa mas la posiciéon
respecto a la Tierra que a las estrellas.

4.3. Simulacion

Con el modelo en terna ECEF se armé un bloque en Simulink (Fig. 4.5) para navegar posicion,
velocidad y orientacién de la dindamica del satélite (Fig. 4.6). Se definieron las condiciones iniciales
para una érbita prograda con los parametros de la tabla 4.1, iguales a los del ejemplo I del capitulo 3.
Las fuerzas de control se mantuvieron nulas, dejando orbitar libremente al vehiculo, sujeto a las per-
turbaciones de resistencia atmosférica y momento por gradiente gravitacional. También se modelaron
el ruido en las condiciones iniciales y los sensores inerciales y exteriores.
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Initial Conditions
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Figura 4.6: Simulador, sensores y navegador en Simulink

Elemento Valor Unidades
a R, +400 km

e 0.0074 -

1 -83 ©

w 54 ©

Q -69 ©

My 0 ©

Cuadro 4.1: Elementos orbitales iniciales de la simulacién
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Elegidas para la Simulacién

Error en Posicién 5m
FError en Velocidad 0.5ms~!
Error en Orientacién 1°
Velocidad angular 1°s71
Vex1B
(Condiciones finales del lanzamiento)
Error en Posicién 3.1m

Error en Velocidad 0.21ms™!
Error en Orientacion 0.35°

Vehiculo lanzador LM-3A
Velocidad angular <1°s7!

Vehiculo lanzador Vega
Error en Orientaciéon < 1.5°

Velocidad angular <1°g7t
Vehiculo lanzador Delta IV
(sin spin)

Error en Orientacion 1.4°

Velocidad angular 0.5 (roll) 1.5 (pitch,yaw) °s~1
(con spin)

Error en Orientacion 2°

Velocidad angular 30 (roll) 1.5 (pitch,yaw) °s~1

Cuadro 4.2: Condiciones iniciales

En la figura 4.6, ademés se puede ver un bloque “A/D” cuya funcién es convertir las senales de
tiempo continuo a tiempo discreto.

4.3.1. Condiciones iniciales

Para las condiciones iniciales, se buscaron las condiciones finales tipicas de un lanzamiento en
manuales de lanzadores como [2], [1], [3], [13], y por otro lado en [6]. Los valores elegidos se pueden
ver en la tabla 4.2. Los errores corresponden a un desvio de 1o.

Cabe destacar que no es sencillo encontrar en estos manuales los errores en posicion y velocidad del
navegador utilizado. En general, el error de posicion que proveen es directamente el error de inyeccién,
es decir sobre el semieje mayor de la érbita requerida. No obstante, si se indican errores de orientacién

y velocidad angular, utilizables no tanto en el navegador, sino en el simulador de la dindmica (sec.
2.14.2).

4.3.2. GPS

El sensor externo utilizado fue un receptor de senal GPS. Para este se consideraron los valores de
modulos comerciales, entre los cuales no hay mucha diferencia en error. En particular se utilizaron las
caracteristicas del SGR-20 de la empresa Surrey Satellite Technology Limited (tabla 4.3).
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Elegidas para la Simulacién
Posicién 10m
Velocidad 0.125ms™!

TOPSTAR 3000
Posicién 10m
Velocidad 0.01ms™!

SGR-20

Posiciéon 10m
Velocidad  0.125m st

Cuadro 4.3: Errores del receptor de senal GPS (10).

4.3.3. IMU

Como sensores inerciales se utilizé una unidad de mediciones inerciales, IMU, compuesta de girdsco-
pos v acelerémetros triaxiales.

Girdscopos

Por otro lado, los giréscopos son el componente esencial en la calidad de navegacién de los angulos,
por lo tanto se analizaron varias tecnologias. En la gama mas baja se simularon girdscopos microelec-
tromecénicos (MEMS?!) de unidades inerciales de la serie ADIS, de Analog Devices. En particular, se
tomoé el modelo més barato, ADIS445, y el méas caro, ADIS485. Esta tecnologia es una miniaturiza-
cién de un sistema mecanico de masa-resorte, por lo general utilizando algin tipo de material que se
deforme al ser acelerado y por lo tanto produzca diferencias de tensiéon medibles. Las unidades MEMS
son muy pequenias y baratas con lo cual se utilizan en muchas aplicaciones de consumo masivo. Sin
embargo, la falta de precisiéon impide que se puedan integrar en aplicaciones de alto nivel.

En la gama intermedia y alta, se encuentran los giréscopos 6pticos. Exiten dos tipos principalmente
en el mercado: fibra éptica (FOG?2, de gama intermedia) y laser en anillo (RLG3, de gama alta). En
ambos casos se utiliza la luz y técnicas de interferometria gracias a un fenémeno fisico llamado efecto
Sagnac.

En los dispositivos RLG un ldser se divide en direcciones opuestas alrededor de un camino 6ptico
en forma de anillo. En el medio hay una mezcla de gases inertes y espejos de alta reflexién para dirigir
el haz correctamente. Por otro lado, un detector que mide la diferencia entre las llegadas de cada haz
permite calcular a partir de esto la velocidad angular de rotacion.

Los dispositivos FOG, por otra parte, emiten la luz generalmente con un diodo LED, pero fun-
damentalmente la diferencia con los RLG radica en el camino éptico que atraviesa la luz, que en los
FOG es una bobina de fibra éptica.

Acelerometros

Los acelerémetros son en su mayoria de tipo MEMS. No obstante existen distintas subcategorias
dentro de esta misma tecnologia. Por ejemplo, aquellos que utilizan materiales de cuarzo logran valores
mucho mas precisos y limpios de ruido que los que usan silicio.

! Micro-FElectromechanical Systems
2 Fiber Optic Gyros
3Ring Laser Gyro
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Unidad Giréscopo Acelerémetro Precio
Tecnologia ARW [°/vhr] Sesgo [°/s] | VRW [mg/vHz] Sesgo [mg] | (U$S)

ADIS445 MEMS 0.56 0.5 0.124 8 305
ADIS485 MEMS 0.3 0.2 0.039 3 1095
HG1700 RLG 0.125 2.7 x 107* | 0.337 1 9000
KVH CG5100 | FOG 0.067 1.6 x 1073 | 0.12 0.25 15125
KVH 1775 FOG 0.012 2.7x107% | 0.12 0.05 19950
iNat RQT4003 | RLG 0.005 2.7x107% | 0.0012 0.1 110 000
HG9900 RLG 0.002 8.3 x 10~ | 0.0015 0.025
iNat RQH4001 | RLG 0.0011 5.5 x 1077 | 0.008 0.025 160 000

(a) Analog Devices - ADIS

16445

(b) KVH - CG5100

Cuadro 4.4: IMUs

Figura 4.7: IMUs

(c) Honeywell - HG9900

(d) iMar - iNat RQH400X

De cualquier manera, este no es un componente esencial en el navegador, puesto que las acele-
raciones en una trayectoria orbital libre tienen valores muy pequenos, debidos casi Unicamente a la
resistencia atmosférica.

Elecciéon

En base a estas descripciones, la eleccion del tipo de giréscopo depende claramente de las pres-
taciones que requiera la aplicaciéon. Los MEMS son los més diminutos y baratos, menos precisos y
menos durables. Los RLG poseen buena exactitud a lo largo del tiempo, gran precisién, pero también
alto costo. Los FOG se encuentran en un escalén intermedio. En este trabajo se simularon modelos
comerciales de cada tipo y se presentan los resultados.

Para la simulacion, se consideraron calibradas las unidades de medicién inercial, por lo tanto
conteniendo un sesgo insignificante. La potencia de ruido fue calculada mediante las férmulas de [9].
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IMU Error inicial Error final Unidades
ADIS 16445 5 1.1024 m
ADIS 16485 5 1.0619 m
HG 1700 5 1.1068 m
KVH CG5100 5 1.0872 m
KVH 1775 5 1.0971 m
HG 9900 5 0.8786 m

Cuadro 4.5: Error en posicién

IMU Error inicial Error final Unidades
ADIS 16445 0.5 0.0291 ms !
ADIS 16485 0.5 0.0158 ms~!
HG 1700 0.5 0.0352 ms~!
KVH CG5100 0.5 0.0209 ms~!
KVH 1775 0.5 0.0250 ms~!
HG 9900 0.5 0.0058 ms !

Cuadro 4.6: Error en velocidad

4.3.4. Resultados

En las tablas 4.5, 4.6 y 4.7 se pueden ver los resultados de la simulacién. En cada caso, el error
final corresponde al desvio final del estimador, es decir, la raiz cuadrada de la diagonal de la matriz
de covarianza del estimador, P.

IMU Error inicial Error en el 1°apogeo Error en el 2°apogeo  Unidades
ADIS 16445 1 2.7804 3.5748 °
ADIS 16485 1 1.7854 2.6214 °
HG 1700 1 1.0161 1.0536 °
KVH CG5100 1 1.0030 1.0067 °
KVH 1775 1 1 1 °
HG 9900 1 1 1 °

Cuadro 4.7: Error en orientacion
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4.4. Conclusiones

Se debe destacar que el vehiculo se encuentra practicamente en una caida libre orbitando la tierra,
ya que la unica fuerza que actia sobre él, ademas de la gravedad, es la resistencia atmosférica. Esta
ultima es de una magnitud tan chica que no permite que el algoritmo, tal como fue planteado, estime
correctamente los angulos de Euler. Lo que sucede esencialmente es que el error en los dngulos resulta
inobservable con las mediciones de GPS e IMU. Por lo tanto, como el filtro de Kalman no logra
observar los errores en orientacion, la salida del navegador son directamente los dngulos calculados
por el INS.

Por este motivo, la inclusion del acelerémetro en el sistema es practicamente initil para la trayec-
toria de érbita libre simulada. Sin embargo, esta conclusién podria ser distinta ante una trayectoria
propulsada como la que se verd en el capitulo 6 de transferencia orbital.

Si se requiriese mejorar los errores de estimacién en dngulos, una posibilidad es agregar instrumen-
tos de medicién de orientacién como sensores de horizonte terrestre, sensores solares, star-trackers,
etc. De este modo se tendria una observacién directa de los dngulos de Euler.

Otra posibilidad es modificar el algoritmo considerando el control de orientacién sobre el satélite.
Una ley de control utilizable serd presentada en el capitulo siguiente. Con esto se tiene una trayectoria
nominal en base al guiado que se requiera para la orientacién. Introduciendo este conocimiento en el
sistema de navegacién se pueden reducir los errores notablemente sin agregar componentes y por lo
tanto, sin aumentar el costo del proyecto.
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Capitulo 5

Control de orientacion

Con el objetivo de controlar la orientacion del vehiculo se disenié un control automatico que estabili-
ce los dngulos de Euler respecto a la terna de referencia orbital RPY (definida en sec. 2.3), manteniendo
asi una orientacién constante respecto a la Tierra. Este podria ser el caso de una alineacién constante
con el nadir, que es el caso de mayor relevancia en un satélite de observacién terrestre.

5.1. Control Proporcional Derivativo (PD)

En principio, se comienza el andlisis con un tipo de control Proporcional Derivativo. El torque de
control se aplica en la ecuacién de Euler, ec. 2.34, y la férmula para cada eje es la 5.1.

de
TCx = Kx5¢ + I{a;ddg5
de
TCy = Kyé“@ + Kyd7 (51)
5
Tc, = K.ep + szdif
con [T]8 = |10 Toy Tez)T. Los términos de error e¢,ef, 1) corresponden a la diferencia entre los

angulos deseados y los dngulos actuales para roll, pitch y yaw respectivamente. Se escribird el desarrollo
para el caso del roll, ya que es igual en cada eje. En este caso, el error se define:

£p =g — ¢ (5.2)

Este tipo de controlador es el mas comtun de encontrar en la literatura, por ejemplo en [19], puesto
que su cémputo es muy simple y practicamente cualquier satélite posee sensores de orientacién (sensor
solar, horizonte terrestre, o estelar, star-tracker), y de velocidad angular (giréscopos), o al menos un
navegador que estime estas variables de algin modo.

Ademsds, dado que la dindmica del satélite ya contiene de manera natural una cadena de integra-
dores, la anulacién del error en estado estable queda garantizada. Por lo tanto se puede prescindir de
la accién integral en el controlador (PID), evitando la inestabilidad relativa producida por este.

La teoria que fundamenta su utilizacion se basa en un modelo de planta lineal, que no es el
caso general para un satélite (como se vio en el modelo tedrico se la seccién 2.14). Sin embargo, para
pequenos angulos y velocidades bajas, podemos despreciar varios términos de las ecuaciones dindamicas
y linealizar, reduciendose a una cadena de dos integradores para cada eje, [19]:

d2
Ia:%(f =TCz + TDx

~

y equivalentemente en pitch y yaw. I, es el momento de inercia principal en el eje x de cuerpo, b,.
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1
Ix.s2 | phi

R(s): phi_d C(s): PD G(s): Plant
K+ sKd

1 In Out

P phi
Error P

To Workspace

Figura 5.1: Diagrama en bloques del sistema de control PD para la planta lineal

Aplicando la ley de control PD presentada anteriormente (ec. 5.1) a uno de los ejes, obtenemos:

d*¢ dpqg do
Ixﬁ = Kx(¢d - ¢) + Kad <dt - dt) + TDx

Este sistema se puede representar con el diagrama en bloques de la figura 5.1.
Se permite escribir las transformadas de Laplace como ¢(s) = L{#(t)}. Si se suponen condiciones

iniciales nulas al igual que los momentos de perturbacién 7p,, la transferencia del sistema entre el
angulo comandado y el angulo obtenido se puede obtener por inspeccién del diagrama de la figura 5.1:

o(s) _ C(s)G(s)
¢a(s) 1+ C(s)G(s)
o K, + sK.q
820, 4 sKpg + Ky
ey
A(s)

El denominador de la transferencia es entonces:

K,y K
A(s) = s a —
(s) =s“+ I, s+ i

Este desarrollo es idéntico para cada eje, con su correspondiente momento de inercia principal y
constantes de control. Como podemos ver, queda un conocido sistema de segundo orden, cuya ecuacion
caracteristica con la cual calcular los polos del sistema es:

0=s>+20s+w? (5.3)
donde:
LK K
" I’ 2I,

wy, es la frecuencia natural del sistema, y o es la atenuacion. Por lo tanto, definiendo requerimientos
de diseno para estos parametros podemos deducir:

K, =w’l,,  Ku=20l, (5.4)
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Los polos de la transferencia son las raices de la ecuacién caracteristica 5.3 y se ubican en :
- _ 2_ 2
Sp1,2 = —0O + g Wy,

de modo que mientras la atenuacion sea distinta de cero y positiva, o > 0, los polos se ubican en el
semiplano izquierdo del plano complejo, dando lugar a un sistema estable de segundo orden. Por otro
lado, el cero finito de la transferencia se encuentra en

K, w2

Sg — — = n

K, 20

Por lo tanto, el cero es real y mientras ¢ > 0, serd negativo, ubicdndose al igual que los polos en
el semiplano izquierdo. Esto significa que para toda atenuacién positiva se tiene un sistema de fase
minima. Es posible demostrar que un sistema de este tipo asegura la estabilidad de cualquier estado
inobservable del sistema, que podria no estar reflejado en la funcién de transferencia.

5.2. Control PD modificado

Sin embargo, el problema que tiene este controlador tal como fue presentado es que requiere derivar
el error ¢ para cada angulo, lo cual puede traer problemas numéricos durante la implementacién en
la computadora de abordo. Esto se podria resolver teniendo a disposicién la derivada de la referencia

d
Pg, i.e. %, pero en la practica no sucede.

Lo que si es sencillo en la préctica es tener acceso a la salida del sistema (los d&ngulos) y a la derivada
de esta misma (la velocidad angular), sea o bien por sensores que las miden directamente (como los
giréscopos) o bien por estimadores (como el navegador). Por lo tanto, se modifica ligeramente la ley
de control de la ecuacién 5.1 eliminando justamente la derivada de la referencia (d¢q/dt):

d
rew = Koo — K22

4

TCy = Ky€0 — Kyd§ (55)
res = Koot~ Koy

d¢
TCx — Ka?((bd - (b) - K:Ed%
Con esta modificacién el diagrama en bloques del sistema se puede ver en la figura 5.2 La transferencia

en este caso resulta:

En el caso del roll, se tiene:

P(s) _ Ky
ba(s) 2Ly + sKuq + K,
Ky
Iy
~As)

Evidentemente, la diferencia con la transferencia del PD original es el cero, que en el nuevo caso
se encuentra ausente (en el infinito). El efecto de la ausencia de este cero es un menor margen de
fase y mayor tiempo de establecimiento, dada la disminucién de la ganancia en las frecuencias altas.
Esta diferencia se evidencia mas cuanto mas cerca se encuentra el cero de los polos, es decir, cuanto
mayor es la relacién de amortiguamiento ( = 57’ y en consecuencia, mas amortiguado es el sistema.
Para 0 < ¢ < 1 el sistema es subamortiguado, y los polos dominan al cero, puesto que tienen una
respuesta mas lenta (se encuentran més a la derecha en el plano complejo). No obstante cuanto menos

amortiguado, mas oscilante es el sistema.
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Figura 5.2: Diagrama en bloques del sistema con el controlador PD modificado

Tronador SARE
Eje K Kd K Kd

X 3.24 53.33 | 0.81 13.33
y 5.265 86.66 | 1.316 21.67
Z 5.265 86.66 | 1.316 21.67

Cuadro 5.1: Parametros del controlador PD

5.3. Diseno del PD modificado: K, K,

Por otro lado, cuanto mayor es w, mayor es el ancho de banda y por lo tanto el sistema es mas
sensible a ruido. Al mismo tiempo implica un mayor K lo que mejora el rechazo a las perturbaciones
(14) que se introducen en la planta. En el caso de estudio se cree que el ruido que introduce el navegador
es mas dominante que los momentos de perturbacion, por lo tanto se prefiere un ancho de banda
reducido a costa de una constante de proporcionalidad baja. Por estas razones se opté por ¢ = 0,7407,
y wy, = 0,09, resultando en una atenuacién de o = 0,0667, tiempo de establecimiento al 2% de ts = 60s
y un sobrepico de M, = 3,13 %. Esto implica una constante de tiempo de 1/0 = 15s y un ancho de
banda reducido a bajas frecuencias. Esto es util ya que ateniia notablemente el ruido introducido por
los sensores, el navegador y las perturbaciones en general. Con estos valores y suponiendo I, = 400,
se obtiene segun las féormulas 5.4:

K, =3,24, Kyq = 53,33

Este sistema se implement6 en Simulink con los valores recién calculados, condiciones iniciales
nulas y sin perturbaciones, como en la figura 5.2, con un valor deseado de referencia constante igual
a 1. El resultado es la respuesta del sistema a un escalén unitario, y se aprecia en la figura 5.3, junto
con referencias al tiempo de establecimiento, sobrepico y respuesta deseada.

Finalmente, utilizando las ecuaciones 5.4 para cada eje de rotaciéon se calcularon los valores de
la tabla 5.1 en el caso del Tronador, con una masa de m = 1000kg y momentos de inercia de [, =
400kgm?, I, = I, = 650 kg m?.

En el caso del SARE, con una masa de m = 350kg y momentos de inercia de I, = 100kgm?,
I, =1, =162.5kg m?, los pardmetros del control se muestran a la derecha en la tabla 5.1.
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Figura 5.3: Simulacion del sistema de control PD modificado

5.4. Simulacion

Se implementd en Simulink la planta lineal del satélite con los 3 ejes y el control propuesto, como se
ve en la figura 5.4. En el interior de la planta lineal se agregé el bloque que modela las perturbaciones
por gradiente gravitacional (sec. 2.14.2 y 3.1.2). Se simularon condiciones iniciales aleatorias para los
angulos iniciales en el rango (—m, ) para roll y yaw, y (—m/2,7/2) para pitch; y velocidad angular
en el rango (—0,05,0,05). La referencia a seguir se configuré en 0°para todos los dngulos. En la figura
5.5 se ve la evolucion de los angulos de Euler, que en aproximadamente 60s alcanzan la referencia, tal
como era esperado (caso Tronador). Estas curvas pueden compararse con los resultados del ejemplo
I del capitulo 3, figura 3.14, donde sobre el cuerpo solo actuaban las perturbaciones por gradiente
gravitacional sin ningun tipo de control.

[0 0 0] 3—3} Reference s Euler Angles (BR) ’ 3} Theta
Set Point —3} Euler Angles (BR) Torque (B) —3} Torque (B) 5 To Workspace
’ [w_BR]'B [w BR B
PD Control
Linear Plant + Gravity Gradient

Figura 5.4: Sistema de control con planta lineal
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Figura 5.6: Simulacién de ruidos en el sistema

5.4.1. Ruidos

En otra simulacién se consideraron los ruidos introducidos por giréscopos, navegador y otras posi-
bles perturbaciones no modeladas (Fig. 5.6). Todos se modelaron como ruidos blancos gaussianos de
media nula, con distintos desvios. Para los primeros se tomé el peor caso, el ADIS16445 (tabla 4.4).
Para el navegador se tomé el desvio del error angular correspondiente a dicho sensor, 3.6°(tabla 4.7).
Finalmente, las perturbaciones por momentos externos no considerados en el modelo se asumieron con
un desvio de 0.01 Nm.

Los resultados con esta configuracién se aprecian en la figura 5.7 para la respuesta al escaldn,
con un acercamiento a la referencia unitaria. En el grafico de arriba se ve la salida de la planta, es
decir, los estados reales del sistema, mientras que en el grafico de abajo se ve la salida del navegador.
Efectivamente, el controlador alcanza la referencia en 1 minuto, con un sobrepico de aproximadamente
3.5%, y la sigue con menos de un 1% de error, a pesar de la ruidos a la salida del navegador. Cabe
destacar que los ruidos en giréscopos y perturbaciones externas no presentan mayores problemas,
sino que el desafio para el controlador es el ruido introducido en la medicién de los dngulos (en el
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navegador). Para la respuesta a referencia nula, la figura 5.8 muestra los resultados.
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Figura 5.7: Simulacién de ruidos en el sistema. Respuesta al escalén
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Figura 5.8: Simulacién de ruidos en el sistema. Referencia nula
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Torque de control
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Figura 5.9: Esfuerzo en los actuadores

5.4.2. Desventajas del PD

El control PD no es la panacea. En efecto, la accién proporcional genera un torque de control muy
alto que en muchos casos puede saturar los actuadores en la practica. Esta fue otra de las razones por
las cuales se opté por una constante de proporcionalidad chica. Ademaés, este tipo de control tampoco
es necesariamente éptimo desde el punto de vista del consumo energético o de combustible (segin se
utilicen ruedas de reaccién o propulsores respectivamente). No obstante, el objetivo principal de este
control era solo estabilizar la planta y seguir una trayectoria de referencia. La amplitud que puede
alcanzar el torque de control se ve en la figura 5.9, que corresponde a la configuracién con ruidos,
descripta en la seccién anterior.

Actuadores saturados

Por ejemplo, las ruedas de reaccion W45HT de la empresa neerlandesa Moog Bradford (fig. 5.10)
solo pueden aplicar un torque méximo de 0.403Nm, mientras que las W45 de la misma empresa, solo
alcanzan un valor de 0.248Nm. Si el controlador le pide mayor torque, saturan a dicho valor. Para ver
como se comporta el controlador frente a esta situacion, se agregdé un bloque de saturacién con estas
caracteristicas para cada caso (Fig. 5.11).

En la figura 5.12 se ve que una consecuencia de este bloque es un tiempo de establecimiento
mayor. Para el W45HT, este tiempo es de aproximadamente 200s, y para el W45 350s. Igualmente,
estos valores dependen fuertemente de las condiciones iniciales de orientaciéon y velocidad angular.
En esta simulacion se mostraron los peores casos. El sobrepico del transitorio también es algo mayor,
pero lo importante es que eventualmente se alcanza el valor de referencia y en ambos casos el error en
estado estable es menor a 1°. Este error es aceptable ya que estd en el orden del error que se obtiene
con el navegador incluso en los mejores casos.

La figura 5.13 muestra el torque a la entrada de la planta, que es la suma del torque de control y
el ruido de perturbaciones no modeladas. En estos graficos se ve claramente el efecto del saturador en
los actuadores.
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Figura 5.10: Ruedas de reaccién Moog Bradford
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Figura 5.11: Incorporacion del bloque de saturcién
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Figura 5.12: Saturacién con ruedas de reaccion comerciales
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Figura 5.13: Saturacién con ruedas de reacciéon comerciales

5.4.3. Aplicacion sobre la planta no-lineal

En la figura 5.14 se ve la aplicacién del control disefiado a la planta no-lineal de 6 grados de libertad,
presentada en el capitulo 3, con las condiciones iniciales correspondientes a la érbita del ejemplo I del
mismo capitulo (sec: 3.2.5), los sensores y el navegador del capitulo 4, y los actuadores de la seccién
anterior. Esto representa la mejor aproximacién posible del sistema real, durante este trabajo. Lo
tinico que se ha agregado a estos componentes ha sido en el navegador la estimacién de [wPF]B,
i.e. la velocidad angular del cuerpo respecto a la terna de referencia orbital RPY, en coordenadas
de cuerpo. Esta salida se puede ver en la parte inferior del bloque de navegacion. Para calcularla se
implementaron las ecuaciones 2.38 y 2.37 a partir de las estimaciones de posicién y velocidad inerciales
y de la medicion de los giréscopos.

En el gréafico superior de la figura 5.15 se muestra la respuesta del sistema a un escalén de 30°. El
sobrepico alcanza el 25 % y el error en estado estable se mantiene alrededor de 10 %. En este caso no se
utilizé el mismo escalén unitario que se usé para la planta lineal debido a que el controlador se disend
sobre la hipétesis de pequenos angulos de rotacién, como se explicd inicialmente en este capitulo.
Cuando el sobrepico del transitorio supera los 90°en alguno de los ejes, el sistema se desestabiliza.
Esto puede deberse al fenémeno de gimbal-lock inherente en la representacién con angulos de Euler.
Posiblemente un control PD basado en el error en cuaterniones no sufra este inconveniente permitiendo
excursiones mayores en los angulos sin desestabilizarse.

Por otra parte, en el grafico de abajo de la figura 5.15 los resultados corresponden a una referencia
de guiado nula, que es el caso de mayor interés practico. Estas curvas son muy similares a aquellas del
caso con la planta lineal (Fig. 5.12).
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Figura 5.14: Sistema de control con planta no-lineal, navegador, control PD, sensores y actuadores
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Figura 5.15: Resultados del sistema completo
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5.5. Conclusiones

Como se vio en la secciéon anterior, el satélite puede analizarse como una planta lineal, cuya
transferencia es simplemente Is—;l, sin que los resultados se alejen de la realidad significativamente.
Esto permite utilizar todas las técnicas conocidas de la teoria de control lineal, como por ejemplo el
control proporcional-derivativo aplicado en este caso, asi como también aprovechar mejor los recursos
de la computadora de a bordo del satélite.

Sin embargo, utilizar la representacion en angulos de Euler para disenar el control quizas limita un
poco el desempeno. Como se explicé anteriormente, si los requerimientos lo hacen necesario, convendria
utilizar una ley de control PD con el error en cuaterniones en vez de angulos de Euler. Esto consiste en
moficar unicamente el calculo del error proporcional en el bloque del controlador PD, como se explica
en [19].

Esta aproximacién lineal también podria utilizarse a la hora de disenar el navegador, como en el
capitulo 4, en lo que respecta a la orientaciéon. Posiblemente se podria rediseniar un navegador mas

sencillo, pero esto atin se debe estudiar con cuidado.

94



Capitulo 6

Control orbital

6.1. Objetivo

El lanzador llega con la carga al espacio y se ubica en un 6rbita inicial que se denomina orbita de
inyeccion. El perigeo de esta trayectoria tiene una altitud de aproximadamente 350km, mientras que
el apogeo de 465km. Los elementos orbitales que describen esta érbita se encuentran en la tabla 6.1.

Elemento Orbita de inyeccién inicial ~Orbita circular final Unidades

ao R, 4400 R, + 465 km
e 0.0074 0 -
10 -83 -83 °
wo 54 54 ©
Qo -69 -69 °
My 0 0 °

Cuadro 6.1: Elementos keplerianos de la 6rbita de inyeccion y de la drbita circular final

El objetivo de los algoritmos que se presentan en el presente capitulo, es transferir al satélite de
la érbita de inyeccién eliptica inicial a una érbita circular de radio igual al apogeo de la primera, es
decir, de unos 465km, con los parametros de la tabla 6.1.

Estas érbitas se esquematizan en la figura 6.1.

Estos métodos se introducen de manera general, de modo que puedan ser utilizados igualmente
para otras érbitas de baja altitud (LEO), con el cuidado de realizar nuevamente las simulaciones para
verificar el comportamiento de la teorfa. Para aplicar en érbitas de altitudes mayores, (MEO ! , HEO
2), serfa necesario considerar otras perturbaciones como la atraccién ejercida por la Luna y/u otros
planetas, o la presién solar, que no fueron tomadas en cuenta en este analisis.

6.2. Estrategias

6.2.1. Ascenso directo

Para analizar el problema de alcanzar la érbita operativa (érbita objetivo) de la misién satelital, una
primera aproximacion se denomina ascenso directo. Con este método el lanzador quema combustible
hasta alcanzar exactamente una posicién y velocidad correspondientes a la 6rbita deseada, momento
en el cual se desprende de la carga.

! Medium-Earth Orbit, mediana, altitud, 2000km-36000km
2 High-Earth Orbit, alta altitud, mas de 36000km
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Orbita circular final

Orbita eliptita inicial

Re

lanzamiento Apogeo

T

nyeccion

Figura 6.1: Orbitas inicial y final

Vehiculo myg [kg] Is [s] Fr [N]
Tronador 1000 300 27896.8
SARE 350 220 20

Cuadro 6.2: Caracteristicas de los motores de cada vehiculo

6.2.2. Hohmann

Sin embargo, se puede ahorrar mucho combustible si el cohete deja la carga a una altura mas baja,
pero de forma tal que se mantenga en una érbita eliptica con un apogeo igual (o cercano) a la érbita
objetivo, y luego el satélite (o una nueva etapa superior del lanzador) corrige la dérbita. Para esto,
primero se deja orbitar libremente desde el lanzamiento y al llegar al apogeo, se imprime un impulso
a los propulsores del satélite (o de la etapa superior del lanzador) de modo que alcance la velocidad
objetivo v. Esto es una semi-transferencia de Hohmann, como la mencionada en la introduccién, pero
inicidndose directamente en la 6rbita eliptica de transferencia (que es la érbita de inyeccién).

La maniobra entonces se reduce a un unico impulso de incremento de velocidad en el apogeo de la
orbita de inyeccién.

Esta maniobra puede ser realizada por la tultima etapa del vehiculo lanzador o bien directamente
por el satélite, una vez desacoplado.

En el primer caso, la masa total es la suma del vehiculo mas el satélite, resultando aproximadamente
en 1000 kg. EI motor es de combustible liquido y utiliza como propelente un compuesto de la hidracina.
El empuje de este es de 2850 kgf y el impulso especifico I, = 300.

En el segundo caso, se tiene unicamente al satélite, cuya masa es de aproximadamente 350 kg. El
sistema de propulsién que utiliza consta de 4 toberas capaces de producir un empuje de 5 N cada una,
resultando en un total de 20 N. El impulso especifico en este caso es de I, = 220.
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Algoritmo ideal

Para llevar a cabo la estrategia de Hohmann, es necesario conocer el AV que se debe aplicar al
vehiculo para corregir la 6rbita asi como también el instante de tiempo en el cual ejecutar el impulso.

Para calcular el primero, se utiliza la ecuacién 2.21, de la seccién 2.12.1, que circulariza una érbita
eliptica. Resolver esta ecuaciéon implica conocer el perigeo y el apogeo de la érbita inicial 7, rq; 0 lo
que es equivalente, conocer el semieje mayor y la excentricidad de esta primer orbita, ya que a través
de las ecuaciones 2.6 y 2.7 se pueden calcular r, y 7.

Por otro lado, el instante en el cual aplicar el impulso es justamente en el apogeo de la érbita,
por lo tanto se desea conocer el tiempo de paso por el apogeo, t,. Este se puede calcular mediante la
ecuacion 2.9, donde se definié la anomalia media. Sabiendo que el apogeo se corresponde con M = T,
y haciendo t = t,, se puede despejar el tiempo:

T — My
ty = — (6.1)
Cabe destacar que en este instante, todas las anomalias coinciden en 7, M = FE = f = 7.

Mediante las férmulas de la seccién 2.11.2 es posible transformar la posicion y velocidad ins-
tantaneas en cualquier punto de la 6rbita en los elementos orbitales clasicos del vector «, en particular
el semieje mayor y la excentricidad. Ante la ausencia de perturbaciones, el conjunto de estos elementos
mas el conocimiento de My (dado por el tiempo de paso por el perigeo t,, ec. 2.9) proveerian, junto a
las férmulas 2.21 y 6.1, el AV y el t, deseados sin inconvenientes.

Luego, mediante las ecuaciones del cohete, ecs. 2.25 y 2.26, es posible calcular la cantidad de
combustible utilizado en la maniobra,

Am = my [1 — exp (— AV >}
gUIsp

donde myg es la masa inicial del vehiculo, AV fue obtenido recientemente, y I, es el impulso especifico
del motor en uso (esta es la ecuacién 2.26).

Por otro lado, como un impulso instantdaneo no es realizable fisicamente, lo que se genera es un
pulso de empuje, Fr. Mientras el ancho de este pulso sea mucho menor que el periodo orbital, esto se
aproxima al mismo resultado de un impulso instantdneo. Para calcular el ancho de este pulso, At, se
parte de la férmula 2.24 del empuje de un motor de propulsiéon, donde se tiene que

Am
Fr=1,g0——
T sp90 At
Despejando At,
Is g0
At = PN
Fr o
Reemplazando con 2.26,
IS go |: AV
At =T mo |1 —exp | — 6.2
Fr gOIsp ( )
Este pulso se debe centrar en el apogeo, por lo tanto el inicio y final del pulso deben ser:
h=te— S0 g g B
1 — la 2 2 — la 2

El empuje Fr y el impulso especifico son pardametros del motor. La masa inicial del vehiculo es un
dato que se conoce, al igual que la constante gg. Por lo tanto el ancho del pulso de control se puede
calcular directamente a partir del AV requerido para la maniobra. Asi, la informacion que se necesita
para realizar el algoritmo es tinicamente AV y .
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Maniobra realizada por el satélite

Durante la misién satelital, la resistencia atmosférica desacelera lentamente al satélite, reduciendo
el radio de la 6rbita. Por este motivo, se deben aplicar correcciones periédicamente para contrarrestar
este fenémeno y mantenerse en la érbita correcta. Este problema se conoce con el nombre de mante-
nimiento orbital. El tiempo de vida de una mision satelital depende fuertemente, entre otras cosas, de
la cantidad de combustible que lleve para realizar estas correcciones. Por otra parte, la cantidad de
combustible necesaria para realizar la transferencia orbital posterior a la inyeccién es significativa en
relacion al presupuesto de combustible que conlleva la mision satelital para mantenimiento. El com-
bustible requerido para esta maniobra equivale aproximadamente a un afio de mantenimiento orbital
por efecto de la resistencia atmosférica. Por lo tanto, realizar esta maniobra con el satélite, implica
una reduccién importante del tiempo de vida de la misién.

Maniobra realizada por el lanzador

Por otra parte, si la maniobra la realiza el lanzador, por ejemplo mediante una ultima etapa del
vehiculo, el combustible del que dispone se disena especificamente para esto, y por lo tanto no implica
una reduccién del tiempo de vida de la misién. En todo caso, significa un mayor costo del proyecto,
aunque en un porcentaje reducido comparado con el combustible total del lanzamiento.

Sin embargo, en este caso para aplicar el promedio, serfa necesario dejar orbitar libremente al
vehiculo. Esto significa que el control de orientacién disenado en el capitulo anterior, se debe seguir
utilizando ain con el satélite acoplado, lo que genera un esfuerzo considerable de los actuadores,
especificamente, las ruedas de reaccion. Ademas, el satélite debe encenderse cuanto antes sea posible
para abrir los paneles solares y realizar todas las tareas de calibracion de sus instrumentos. Dada la
extrema hostilidad del ambiente en el que se encuentra, debe encender todos los controles, como por
ejemplo el de temperatura, introducido en el capitulo 2, antes de que se congele.

6.3. Presentacion del problema

La ausencia de perturbaciones no se condice con la realidad. Como se explicé en la introduccién,
existen diversas fuerzas que actiian continuamente sobre el vehiculo desplazandolo de la 6rbita ideal
kepleriana. Las ecuaciones diferenciales que describen el comportamiento de los elementos orbitales en
general fue descripta en la seccién 2.15 del capitulo 2. Al aplicar las férmulas del potencial gravitatorio,
por ejemplo, en estas ecuaciones, queda un sistema no lineal que no tiene solucién analitica con férmula
cerrada. En algunos casos en la literatura [24], [18], se aproximan ciertos términos periddicos en las
ecuaciones por sus promedios temporales y por lo tanto se alcanzan soluciones analiticamente. Sin
embargo, este resultado es una aproximacién a la variacién del promedio de cada elemento orbital.
Lo que se requiere para este caso de estudio es la variacién instantanea de los elementos orbitales
keplerianos, y esto implica resolver las ecuaciones diferenciales de manera exacta.

Un ejemplo de estas variaciones se puede ver en las figuras 6.2, 6.3 y 6.4, donde se simul6 una érbita
de condiciones iniciales dadas por los valores a la izquierda de la tabla 6.1. Estos parametros iniciales
se transforman en posicién y velocidad iniciales para correr el simulador, mediante las ecuaciones de
la seccién 2.11.1. Luego en cada instante de tiempo se recalculan los parametros orbitales con las
ecuaciones inversas a las anteriores, dadas en la seccién 2.11.2. Las curvas de la figura corresponden a
este tltimo calculo. 3

3 Si bien, pareciera que los valores de i, w y € no se asemejan en ningtin momento a los elementos orbitales iniciales,
se puede comprobar que la representacion que se ha calculado es equivalente a la de las condiciones iniciales:

{i=—-83", w="54°, Q= —69°} = {i = +83°, w = —126°, Q = 111°}
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Figura 6.4: Variacién de parametros orbitales (IIT)

Debido a estas variaciones, es necesario idear algin método nuevo que permita calcular en tdltima
instancia el AV y t, requeridos para la maniobra orbital. En las siguientes secciones se presentan en
primer lugar la solucion clasica a este problema, que consiste en tomar un promedio temporal para
cada parametro; y luego algunos métodos de propagacion de las ecuaciones diferenciales de movimiento
sea a través de la posicién y velocidad (mediante la segunda ley de Newton), o bien directamente de
los elementos osculantes (mediante las ecuaciones de Lagrange).

6.4. Algoritmos

6.4.1. Promediar varias érbitas

Habitualmente, en la operacion de un satélite, cuando se desea realizar una maniobra orbital,
se tiene a disposicién los datos de navegacién de varias dérbitas, a veces de varios dias. La solucion
mas sencilla para resolver el calculo del AV consiste en calcular los pardametros osculantes para cada
instante de tiempo y luego realizar un promedio con todos los datos. Con estos datos también se
puede conocer con exactitud el periodo orbital, y asi predecir el proximo instante de apogeo. Con
estos valores se utilizan las ecuaciones 2.21 y 6.1 para calcular el incremento de velocidad y el instante
del impulso.

Esta tarea se hace en la estacién terrena, con los datos enviados por el satélite, se hacen los célculos
y finalmente se envian los comandos manualmente para que sean ejecutados por el vehiculo.
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6.4.2. Propagar ecuaciones de Newton

Otra posibilidad es tomar la posicién y velocidad en un cierto instante ¢ty de la orbita de inyeccién
y utilizarlas como condiciones iniciales para propagar las 6 ecuaciones diferenciales de Newton del
modelo, ecs. 2.27 y 2.28 (3 para la posicién y 3 para la velocidad). En principio, incluyendo inicamente
las fuerzas de perturbacion producidas por el modelo gravitatorio en aproximacion J2. Eventualmente,
si se deseara mayor precisiéon, se podrian incluir los términos de orden superior e incluso la resistencia
atmosférica.

Esta forma de propagacién también se conoce como método de perturbaciones especiales de Cowell
y se suele utilizar para su implementacién algin procedimiento numeérico de la familia Runge-Kutta.

Con esto, el sistema a resolver queda formado por 6 ecuaciones diferenciales no-lineales:

dry

T =, 6.3
il (6.3)
dr
dTy = vy (6.4)
dr,

= v, 6.5
i (6.5)
dvg n

W) ()% 6o

3
)
2
et 3a(2) (5) (--220)
3
2

R () (%) (-5 ()% o

donde [r)! = [rg, 1y, 72]T v W) = [vs, vy, v.]T son las componentes en coordenadas inerciales de la

& @ = [®

dv, n
= ——’r‘z —_

dt r3

posicién y la velocidad inerciales respectivamente, y
I I I I
[T](t:m = [ro]’, [U](t:O) = [v0]

sus condiciones iniciales. Ademas, r = ||r|| = (/r2 + 72 + 72, y Re es el radio medio ecuatorial de la

Tierra.

Para obtener el perigeo y apogeo reales de la érbita, se debe propagar buscando el minimo y
mé&ximo respectivamente de la distancia propagada, 7(¢). En cuanto se alcanza al menos una vez cada
uno de estos, se puede calcular el AV.

7, = min{7(t)} (6.9)
7o = méx{7(t)} (6.10)

En el instante de la propagacion en que se alcanza el apogeo, se obtiene a su vez el instante en que
se debera ejecutar el impulso de la maniobra, ¢,, por lo tanto:

t, = max{7(t)} (6.11)

Cabe destacar que todo el calculo se realiza en el instante de tiempo tg, durante el tiempo que
requiera la computadora para realizar la propagacién, que es insignificante comparado al periodo
orbital. En consecuencia, este método permite realizar la transferencia a la dérbita final en el primer
apogeo posterior al lanzamiento, lo que lo hace un método rapido. Ademas, todo el calculo lo puede
hacer internamente el satélite sin necesidad de interactuar con la estacion terrena.

En la figura 6.5 se puede ver una linea de tiempo con los eventos del algoritmo. Alli se puede ver
con mayor claridad la ubicacién temporal de cada proceso. La duracién de la propagacién del modelo
depende de la implementacion que se lleve a cabo en la computadora, al igual que el calculo de AV,
At, t1 v to.
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Figura 6.5: Linea de tiempo del algoritmo de propagacién.

6.4.3. Propagar ecuaciones de Lagrange

Como alternativa a las ecuaciones de Newton, para obtener los parametros orbitales directamente,
es posible propagar las 6 ecuaciones diferenciales de Lagrange aplicadas al potencial gravitatorio J2,
ecs. 2.50-2.55 , a partir de condiciones iniciales tomadas para un determinado instante de tiempo
inicial ty. En este punto se toman las salidas del navegador en posiciéon y velocidad y se utilizan las
férmulas de la seccién 2.11.2 para obtener los equivalentes elementos orbitales.

El algoritmo en este caso es idéntico al del propagador de las ecuaciones de Newton, es decir, ecs.
6.9, 6.10 y 6.11, con la salvedad de que el radio esta vez se calcula a partir de los elementos orbitales
mediante la ecuacién 2.17.

En resumen, la diferencia es que en este caso se propagan los elementos orbitales en vez de la
posicién y velocidad directamente. Por lo tanto, el algoritmo 2 y la figura 6.5 también representan
este caso.

En este caso, al igual que en el de Newton, todos los calculos se realizan en la computadora en el
instante g, y por lo tanto la correccién orbital puede ejecutarse en el apogeo inmediatamente posterior
al lanzamiento.

Algoritmo 2 Propagar érbita mediante ecuaciones diferenciales

Inyecciéon

function PROPAGAR MODELO(tg, 70, vo)
7(t) < Resolver sistema de ecuaciones diferenciales (Newton o Lagrange)
7p <= min{7(¢)}
Tq < max{7(t)}
fa — méxt{f'(t)}
return 7y, 7, tq

end function

AV « fun(rp,7q) , ec. 2.21

At < fun(AV), ec. 6.2

Dbyt — At/2

Dty 1 + At/2

: Ejecucion del pulso en el apogeo

— = =
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6.4.4. Propagar ecuaciones de Lagrange reducidas

Al mirar las ecuaciones de Lagrange, ecs. 2.50-2.55, lo primero que se puede destacar es que la
longitud del nodo, €2, no contribuye en la evolucién de ningin otro pardmetro, i.e. no aparece en
ninguna ecuacién diferencial. Ademads, como no es necesario conocer la evolucién de este pardmetro,
se puede descartar completamente la ecuacion 2.53 del algoritmo propagador.

Por otra parte, haciendo simulaciones se encontré que la variacién en el parametro de inclinacién,
a pesar de contribuir en el resto de las ecuaciones diferenciales, no es influyente en el resultado final.
Este resultado permite reemplazar la variacién de la inclinacién, i(t), por una constante igual a la
inclinacion inicial, ig, y ademas eliminar la ecuacién diferencial de este parametro, ec. 2.52. Por esto,
se define:

s; 2 siniy = cte, ¢ £ cosiy = cte

Con estas modificaciones, el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver queda formado por las

ecuaciones
% =— 3J2n;: (%) : [e sin f(1 — 3sin® ¥s?) + gsin@ﬁ)s?] (6.12)
% =— 2J2’I’LZ: <Jze>2 [g sin f(1 — 3sin® ¥s?) 4 (e + cos f(2 + ecos f)) sin(Zﬂ)s?} (6.13)
C(ZTL: Zg Qn%;ﬁ (%) 2 [27“6612 sin?1) — (p + r) sin fs? sin(209) 4 pcos f(1 — 357 sin? )] (6.14)
% :g Qn%inz (%) 2 [(p+7)sin fs?sin(20) + (2re — pcos f)(1 — 3s7 sin )] (6.15)

donde al igual que en la seccién 2.15,
n =V1-e%
f esla anomalia verdadera, y se obtiene a partir de la anomalia media
mediante la ecuacion de Kepler, ec. 2.12,
y de las férmulas 2.8;

=,/ a% es el movimiento medio, definido en ec. 2.10;
= a(1 — €?) es el semi-latus rectum, definido en ec. 2.5;
= ﬁ es el radio, definido en ec. 2.17;
= av/1 — €2 es el semi-eje menor de la érbita, definido en ec. 2.4;
=w+ f.
Para calcular la anomalia verdadera, f, se calcula primero la anomalia media, M, mediante la
ecuacion 2.9 a partir del valor propagado de M. Sin embargo, se encontro al realizar las simulaciones,

que el propagador funciona mejor al utilizar en la ecuacién 2.9 el movimiento medio, n, a partir del
promedio del semi-eje mayor, a, y no de su valor instantaneo.

1 tO+Torb
g / o(t) dt

S S I3

Torb to
n= 2
n = d3
M = My + it

Luego, se debe resolver numéricamente la ecuacion de Kepler, ec 2.12 para llegar a la anomalia
excéntrica y finalmente por medio de las formulas 2.8, calcular la anomalia verdadera, f.
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6.4.5. Tomar nota en 1 6rbita y media

Si se permite orbitar libremente al vehiculo durante una érbita y media, es posible tomar nota de
los valores alcanzados por el perigeo y apogeo en tiempo real, almacenando el minimo y méaximo del
radio vector respectivamente. Si 7(t) es el médulo de la posicién 7 a la salida del navegador, entonces
al avanzar en su trayectoria eventualmente el satélite alcanzard un minimo de r(t), que se corresponde
con el perigeo r,, y un maximo, que se corresponde con 7.

rp = min{r(t)}

re = max{r(t)}

t, = mtfn{r(t)}
te = m;ix{r(t)}
El intervalo de tiempo transcurrido entre el paso por el perigeo y luego por el apogeo es:
Apa=ta—1,
Por otro lado, el tiempo desde el apogeo hasta el perigeo es:
Agsp =1, —ta

Estos intervalos no resultan exactamente iguales, debido a las perturbaciones que sufre la 6rbita, sin
embargo, lo que si se cumple es que el periodo orbital es la suma de ambos:

Tory = Ap~>a + Aa%p (616)

Cuando la inyeccién se da en una anomalia anterior al perigeo, entonces el primer evento a ocurrir
es justamente el primer perigeo, en ¢,;. Por lo tanto, al llegar posteriormente al primer apogeo, en t,1,
el intervalo a calcular es A, = tq1 — tp1. Luego, se llegard al segundo perigeo, en el instante t,2 y se
podra predecir el instante del préximo apogeo como:

£a2 = tp2 + Ap—m

En la figura 6.6 se esquematiza la linea de tiempo del algoritmo.

Si por el contrario la inyeccion se da en un punto posterior al perigeo, entonces el primer evento a
ocurrir es el apogeo, y por lo tanto al llegar luego al perigeo el intervalo que se calculard serd Ag_,,,
pero este no permite calcular directamente el siguiente apogeo, sin conocer Tj,;. En este caso para
poder realizar la maniobra lo antes posible, en el proximo apogeo, es necesario detectar el instante
en el que se completa un periodo orbital. Esto se consigue monitoreando por ejemplo el radio vector,
r. Al completar una Orbita exacta, el radio tomara el mismo valor que en el punto de inyeccion y la
derivada tendra el mismo signo.

dr dr

a(Torb) = a(to)

Por lo tanto, se puede detectar este punto, anotando el valor de T,,;. Luego, conociendo el tiempo de
paso por el primer apogeo, el préximo se predice que ocurrird en:

7(Torp) = 7(to),

£a2 =tq1 + Torb
En la figura 6.7 se esquematiza la linea de tiempo del algoritmo para este caso.
Cabe destacar que sea la inyeccién antes o después del perigeo, siempre es cercana a este punto,
y por lo tanto la duracién méaxima de la estrategia, como se puede ver en la linea de tiempo, es de
aproximadamente una érbita y media.
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6.5. Errores

6.5.1. Promedio

Mediante simulaciones se constaté que la diferencia entre el valor real del radio de perigeo y el
promedio tomado luego de varias érbitas es de aproximadamente 5km. El mismo error se encuentra
en el caso del apogeo.

No obstante, ambos errores son o bien mayores al promedio, o bien menores en conjunto, pero no
uno y uno. Como se puede ver en la figura 6.8, la forma de onda de 7, y r, osculantes son iguales, y
el valor real sucede en el mismo punto de la curva para cada caso. Alli se puede ver, por ejemplo, que
en ambos casos el valor promedio es menor al valor real. En la figura se ha restado el radio medio de
la Tierra a todas las senales para visualizar niimeros mas comparables.

Por lo tanto el incremento de velocidad que se calcula con estos valores resulta muy similar al AV
que se calcula con los valores reales. La diferencia entre estos dos es de aproximadamente 0,3 %. Un
error de esta magnitud en la velocidad se corresponde con apenas unos 100 m de error en el radio de
la 6rbita final.

6.5.2. Newton

Si se toma las integrales de la segunda ley de Newton para resolver la posicién y la velocidad, ecs.
2.29 y 2.30, y se le incorpora un error en las condiciones iniciales asi como también en la fuerza, se

obtiene:

tF) +¢F,
[v]{t) +evy = [’U()]I + evg +/ Hi(t)dt (6.17)

0 m
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t
[r]ft) +erp = [ro) +erg + /0 ([0)" + evyy) dt (6.18)

Cancelando los términos de las igualdades de las ecuaciones 2.29 y 2.30, se puede obtener las
férmulas de los errores:

teF
V() = €V +/ g—ﬂit)dt (6.19)
0
t
ET() = €70 —|—/ (av(t)) dt (620)
0

La fuerza que se ejerce sobre el cuerpo es esencialmente la gravedad, por lo tanto depende de la
posicién 7.

Dado que este es solo un célculo aproximado, se hardn las cuentas con la norma de la posicién, r,
velocidad, v, y de la fuerza, F.

El error propagado en la férmula de la gravedad a partir del error en posicién puede ser calculado
mediante:

oF
€F(t) = EET(@

er

eFy = —Z%msr(t) = —ZF%

donde se consideré el error en el conocimiento de la masa m insignificante. Volviendo a la ecuacion
del error, ec. 6.19, queda:

"2F erg

o m T

EV(t) = EVp — dt

Se toma como aproximacién que el radio es constante y la Tierra es perfectamente esférica, y por lo
tanto también lo es la gravedad F/m = gg. En este caso resulta:

290 [*
€U(t) = &Yy — 7"/ (€7°(t))dt
0

t
ET(t) = €T0 +/ (E'U(t)) dt
0

Estas ecuaciones integrales pueden escribirse en forma diferencial como

dEU(t) . —@Er
dt o ®
dET(t) — o
dt (t)

Si se deriva la primer ecuaciéon nuevamente:

dQEU(t) . _290(16’/‘(0 . _290 v
a a0 W

Lo mismo sucede al derivar por segunda vez la segunda ecuacién

dQE’I“(t) . d€1}(t) . 290
@ " a0

Por lo tanto, las soluciones en ambos casos son funciones trigonométricas del tipo:
ery) = Asin(wt + )

con
290

r

w =
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Error en radio
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Figura 6.9: Error en el médulo de la posicién

w
8 = arctan <>
EVo

ETo
A=
sin 3
Por ejemplo, para un radio de » = 450 km, y errores iniciales tomados de la salida del navegador
(tablas 4.5 y 4.6) de erg = V12 + 12+ 12 = 1.732m y evg = 0,03, la amplitud de los errores erg y
EV () resultan respectivamente:

A, =30.7m
Ay, = Ayw =0.052ms !

Estos valores sirven como cotas para el error final del algoritmo.

En la figura 6.9 se ve un gréafico del error cometido en el calculo del médulo de la posicién debido a
un error de 1 m en las condiciones iniciales de posicién y 0.03ms~! en las de velocidad. Para calcular
este error, primero se simula la trayectoria con condiciones iniciales ideales, almacenando el resultado.
Luego se simula con los errores en las condiciones iniciales y se almacena el resultado en otra variable.
El error graficado es la diferencia entre ambos resultados almacenados.

De igual manera, la figura 6.10 muestra el error en el médulo de la velocidad, asi como también
el error en cada componente de la velocidad por separado. El error en el médulo de la velocidad es la
diferencia entre v de la simulacién con condiciones ideales perfectas, y v con error en las condiciones
inciales. Por lo tanto se aclara que este error no es necesariamente la norma de los errores en las
distintas componentes por separado.

Mediante simulaciones, se calculd el error en el AV deducido con este propagador, a partir de
condiciones iniciales con error como se explicé anteriormente. El error en el apogeo es de 21.9m,
mientras que en el perigeo de —5.4m. La diferencia con el AV calculado sin errores es de apenas
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Error en velocidad
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Figura 6.10: Error en la velocidad

0.023 %. La estimacién del instante de apogeo tiene un error del orden del paso de integracién numérica
elegido para la simulacién, con lo cual es imperceptible.

Al aplicar el pulso de control con los pardmetros estimados, la diferencia en la érbita final es
insignificante.

6.5.3. Lagrange

Las ecuaciones de Lagrange son en el fondo equivalentes a las de Newton, y por lo tanto al hacer
las conversiones necesarias entre parametros orbitales y posicién y velocidad, los resultados que se
obtienen son muy similares. Esto se constaté con simulaciones, alcanzando los mismos errores que con
el método de Newton.

6.5.4. Tomar nota

En este caso se toman los valores reales de apogeo y perigeo al pasar en tiempo real por estos
puntos, una érbita antes de ejecutar el pulso. Por lo tanto el error solo puede deberse a efectos de las
perturbaciones entre una Orbita y la siguiente, pero esto es practicamente despreciable. Ademaés, el
tiempo de apogeo desde el ultimo perigeo no se modifica significativamente entre dos érbitas, con los
cual este error tampoco se considera. En conclusién, el error de este método se debe inicamente al error
a la salida del navegador, 1m en cada componente, y por lo tanto en médulo: er = /12 +12 +12 =
1,73m.

En la tabla 6.3 se resumen los errores para cada algoritmo descripto en esta secciéon. El error en
el radio de la orbita final, luego de ejecutar el impulso de control, se ubica en la ltima columna,
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Algoritmo erg (m] erp [m] ety [s] €AV [%] | eTcircular
Promedio 4191 4450 0 0.32 +5km
Newton 21.9 -5.4 Ty 0.023 +5km
Lagrange 15.6 -5.4 Ty 0.018 +5km
Tomar nota | 1.73 1.73 Tsn ~ 0 +5km

Cuadro 6.3: Errores en los algoritmos. T,: paso de integracién en la propagacién. T,: periodo de
muestreo del navegador
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Figura 6.11: Implementcién en Simulink de la circularizacion

ETcircular, €St0 es la diferencia entre el radio final (que no se mantiene exactamente constante) y el
radio deseado de 465km.

6.6. Simulacién

Para simular los algoritmos se tomo el simulador implementado en el capitulo 3, el navegador del
capitulo 4 y el control de orientacién del capitulo 5, modelando sensores y actuadores, tal como en la
ultima simulacién de la seccién 5.4.3.

Como la diferencia de error entre los distintos algoritmos es insignificante, se utilizé directamente
en la simulacién el pulso de control con los valores ideales. Por lo tanto, en primer lugar se corrié una
simulacion sin el control orbital, y se anotaron los valores de 7y, rq y t,. Con esto, se calcul6 el AV,
At, t1 y tg, v se construyd el pulso de control. En una segunda simulacién, se incorporé este pulso y
se graficaron los resultados.

En esta ocasion, se incorporé el impulso de control orbital a la entrada de la planta, como una
fuerza en la direccion del eje b, de la terna de cuerpo, la cual al estar alineada continuamente con la
terna RPY (gracias al control de orientaciéon PD), es entonces la misma direccién de la velocidad en
el apogeo. Los bloques de Simulink pueden verse en la figura 6.11. EI bloque que genera el pulso y la
variacién de la masa del vehiculo se puede ver en la figura 6.12.
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F=1lsp *g0 * mdot

mdot = DM/DT
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Figura 6.12: Generacién del pulso de control y la variacién de la masa

6.7. Resultados

Se debe tener en cuenta que incluso con una excentricidad nula, las perturbaciones del modelo
gravitatorio impiden que el radio se mantenga constante. Este tltimo presenta variaciones del orden
de £7,5km de amplitud. Con el simulador se introdujeron las mismas condiciones iniciales de la tabla
6.1, exceptuando la excentricidad, cuyo valor fue 0. En la figura 6.13 se puede ver el radio, perigeo
y apogeo de esta simulacion. La altitud es el resultado de restarle el radio terrestre, R., al radio
vector de la posicién. Con rigurosidad, esta no es exactamente la altitud, ya que el radio terrestre
depende de la latitud de la posicién y en este caso se utilizd la constante R., radio medio ecuatorial.
Sin embargo, el Unico objetivo en este caso es comparar las diferencias y no el valor exacto de la
altitud respecto a la superficie terrestre. Habiendo hecho esta aclaracién, en los resultados se hablara
de altitud, sabiendo que no es exactamente la altitud respecto a la superficie terrestre real, sino a un
radio terrestre constante de R,.

Ademss, en la figura 6.14 se puede ver la variaciéon de la excentricidad a lo largo del tiempo, a
pesar de la nulidad en la condicién inicial.

6.7.1. Lanzador

Por otro lado, la aplicacion del pulso de control en el simulador presentado recientemente, para el
caso en que se utilice el motor de la dltima etapa del lanzador Tronador, tabla 6.2, se puede ver en la
figura 6.15. Alli se ve que la circularizacion finaliza en una érbita con un radio que varia un maximo de
10km aproximadamente (£5km). Este es un buen resultado, considerando el gréfico visto al principio
de esta seccién (fig. 6.13), donde se simulé una 6rbita con condiciones iniciales perfectamente circulares
(60 = 0).

En esta misma simulacion, la figura 6.16 muestra el pulso de control ejecutado en el motor de
propulsion y la evolucion de la masa de combustible utilizada.

6.7.2. Satélite

En el caso en que la maniobra es realizada por el satélite, con el motor del SARE de la tabla 6.2,
se calcularon los tiempos del pulso de control y se utilizé nuevamente el simulador. El resultado en la
altitud es préacticamente idéntico al obtenido para el caso del Tronador y por lo tanto no se replicara
en este apartado.

La figura 6.17 muestra el pulso de control ejecutado en el motor de propulsion y la evolucién de la
masa de combustible utilizada.
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Figura 6.13: Altitud, perigeo y apogeo de una 6rbita circular
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Figura 6.14: Evolucién de la excentricidad de una érbita circular
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Figura 6.15: Resultado de la transferencia orbital
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Figura 6.16: Pulso de control y evoluciéon de la masa
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Figura 6.17: Pulso de control y evolucién de la masa

Vehiculo  Am [kg] At [s]
Tronador 11 1.15
SARE 5.24 563.92

Cuadro 6.4: Combustible requerido y ancho del pulso de control en cada caso

En la tabla 6.4 se resume la cantidad de combustible requerido en cada caso y el ancho del pulso
a aplicar en el motor.

6.7.3. Evolucién del error de orientacién

En la figura 6.18 se grafica el desvio (en 20) del estimador de orientacién del navegador durante
la maniobra. En este caso se utilizé el modelo de sensor inercial ADIS 16445. Se puede ver que al
ejecutar el pulso, existe una caida dréstica del error de estimacién, que, una vez finalizado el pulso,
vuelve a aumentar.

La figura 6.19 muestra lo andlogo para el sensor ADIS 16485, mientras que la figura 6.20 es el caso
del sensor de Honeywell, HG1700.

Los resultados en este sentido son idénticos tanto en el caso del lanzador como del satélite.

La influencia de este error en el resultado de la érbita final es bastante poca. Con cualquiera de los
sensores simulados el error en el radio final de la drbita circular resulta de 10km igualmente (£5km).

Modificando a mano el error en orientacién se encuentra que recién a partir de un error de 5°en
pitch y yaw, el error final aumenta apreciablemente, en 1lkm. Con un error mas elevado, de 10°, la
amplitud final de este error aumenta en 3km. El error en roll no influye debido a que no afecta la
direccién ni el médulo del incremento de velocidad producido, y por lo tanto no afecta la maniobra
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Figura 6.18: Evolucién del error angular. ADIS 16445
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Figura 6.19: Evolucién del error angular. ADIS 16485
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Tronador - 1 Pulso - HG 1700
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Figura 6.20: Evolucién del error angular. HG 1700

en ningun sentido.

6.8. Conclusiones

6.8.1. Estrategias

La estrategia tradicional de ascenso directo posee la desventaja de un consumo elevado de combus-
tible, aunque el beneficio de un menor riesgo asociado a la maniobra. Esto se debe en primer lugar a
que es el método mas rapido para alcanzar la érbita objetivo y por lo tanto se minimiza el tiempo en las
alturas mas bajas, que son las més hostiles por los efectos atmosféricos y perturbaciones magnéticas.

Por otra parte, con la estrategia de Hohmann la cantidad de combustible requerido es menor, y
el tiempo requerido en la érbita de transferencia (6rbita de inyeccion inicial) depende del algoritmo
utilizado para calcular el ancho del pulso de correccion orbital y el instante de ejecucion, pero sera no
menor a medio periodo orbital y no mayor a una érbita y media.

6.8.2. Algoritmos

El caso mas rapido en la estrategia de Hohmann se obtiene cuando el pulso se calcula mediante la
propagaciéon del modelo, en un instante posterior a la inyeccién. No obstante, la desventaja de esto es
el uso de recursos de la computadora de a bordo, y en consecuencia una cierta probabilidad de falla
de hardware.

En este sentido, el método con menor uso de recursos computacionales es el de tomar nota al pasar
por perigeo y apogeo. No obstante, este es el método mas largo, ya que requiere de aproximadamente
una orbita y media para ejecutar el algoritmo. Ademads, debido a que requiere aproximadamente la
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Estrategia Algoritmo Duraciéon  Ventaja Desventaja

Ascenso directo - Corta Minimo riesgo Consumo de combustible
Hohmann Propagacién Media Hohmann rapido Uso de recursos
Hohmann Tomar nota  Larga Uso de recursos ~ Ambiente hostil

Cuadro 6.5: Resumen de estrategias

misma duracion que el algoritmo de tomar el promedio de una érbita y posee menor error, este dltimo
algoritmo (tomar promedio) puede descartarse frente al primero (tomar nota).

En conclusion, si se admite que el satélite realice la maniobra (requiere 5kg de uso de combustible)
y que este orbite libremente durante una érbita y media, entonces lo mejor serfa utilizar el algoritmo de
tomar nota. Si por el contrario, se prefiere que el vehiculo lanzador ejecute enteramente la transferencia
(requiere 11kg de combustible), existen dos opciones. Si se admite orbitar libremente durante una
orbita y media al conjunto vehiculo+satélite acoplados, entonces el mejor algoritmo para realizar la
maniobra es aquel en que se toma nota de perigeo y apogeo. Si por el contrario se desea realizar la
maniobra lo antes posible, pero sin el consumo elevado del ascenso directo, el mejor algoritmo entonces
es el de propagacion del modelo.

Por ultimo, como se vio en la tabla 6.3 de la seccién 6.5, el error en la 6rbita final es el mismo
luego de la utilizacién de cualquiera de los algoritmos. Por lo tanto, la precisién no es un punto critico
en la eleccion de estos.

6.8.3. Propagacién de ecs. de Newton vs. ecs. de Lagrange

Para propagar el modelo existe una relacién de compromiso entre utilizar las ecuaciones de Newton
y utilizar las ecuaciones planetarias de Lagrange.

En resumen, el primer caso posee 2 integradores mas (6 en total), pero férmulas mas sencillas que
fundamentalmente no utilizan funciones trigonométricas. Por el contrario, el segundo caso, posee menos
ecuaciones diferenciales (4 en total), pero requiere del cdlculo de funciones trigonométricas en todas
las férmulas, lo que puede significar un costo muy significativo del uso de recursos computacionales.

Sin embargo, luego de haber visto en la seccién 6.5 que la integraciéon de estas ecuaciones no
produce un error significativo, el algoritmo de propagacién mas adecuado al proyecto resulta aquel
que resuelve las ecuaciones de Newton, incorporando tinicamente el modelo gravitatorio hasta el orden
de aproximacién J2.
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Capitulo 7

Conclusiones generales

7.1. Conclusiones de la tesis

En este trabajo de tesis se integré todo el conocimiento adquirido durante la carrera de Ingenieria
Electrénica y se profundizé el aprendizaje sobre mecanica clasica, matematica, astrodinamica, teoria
de control, sistemas de NG&C y tecnologia aeroespacial, entre otros temas. Se encontrd que la dindmica
de un vehiculo admite un modelo simplificado muy sencillo en algunos casos, como para el control
de orientacién. En otras ocasiones es necesario considerar otros fenémenos que hacen el modelo més
complejo, como para la estimacion de perigeo y apogeo.

El simulador implementado alcanza resultados muy similares a los provistos por el software co-
mercial de uso habitual en la industria espacial. No obstante, el objetivo perseguido en este caso fue
educativo y especificamente de aplicaciéon a la maniobra de correccién orbital por impulso simple.
Por lo tanto, el programa realizado, es algo més dificil y engorroso de usar para casos practicos de la
industria. En cambio, para comprender fenémenos tedricos y probar algoritmos, esta implementacion
es mas sencilla. En cualquier caso, podria tomarse como punto de partida para emprender un paquete
de software profesional.

Existe un sin fin de variantes para el navegador y todas pueden encontrarse documentadas en
la literatura. En este trabajo se demostré que una de las alternativas més elementales del navegador
integrado, se puede utilizar perfectamente en la transferencia orbital con un desempeno que no impacta
negativamente en el resultado final de la maniobra. Se encontré que la utilizacién de un acelerémetro
en este subsistema no tiene una incidencia profunda en el resultado final de la puesta en 6rbita, a
pesar de la notable mejora en la estimacién de la posicién angular del vehiculo (dnicamente durante
el pulso de control orbital).

El control de orientacién disenado, demuestra que es posible utilizar uno de los controladores
mas sencillos encontrados en la teoria, el Proporcional-Derivativo, para cumplir el objetivo y orientar
correctamente el cuerpo para la maniobra de correccién orbital final. Ademads, se demostré su robustez
frente a perturbaciones no modeladas, ruido en los sensores y saturacion en los actuadores.

En el capitulo de control orbital, se exploraron tan solo un reducido conjunto de estrategias de
transferencia orbital para aplicar en la puesta en érbita del satélite que desea lanzar la CoNAE con
el vehiculo Tronador. Se analizaron ventajas y desventajas en cada caso, pero lo fundamental es
que se encontraron soluciones al problema que origina la tesis, ;jcémo poner en una érbita circular
un satélite inyectado en una 6rbita eliptica, con las restricciones particulares del vehiculo lanzador
argentino? Con los algoritmos propuestos, no solo se ahorra combustible, sino que el propio satélite
puede automatizar la tarea sin depender de la operacién humana en la estacion terrena. No obstante,
se debe seguir analizando la estrategia, considerando la implementacién practica en la computadora,
eleccion del método numeérico, paso de integracién, etc.
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7.2. Trabajo futuro

Tomando esta tesis como puntapie, el trabajo que podria continuarse a futuro se divide en tantas
lineas de trabajo como subsistemas fueron desarrollados.

7.2.1. Simulador

En primer lugar, seria muy conveniente replantearse el simulador de dinamica del vehiculo y
reprogramarlo sobre una plataforma mas prolija, escalable y eficiente. Una posibilidad serfa reescri-
bir el programa en scripts de MATLAB, basdndose por ejemplo en los cédigos de la web https:
//smallsats.org/. Esta plataforma, en comparacion con Simulink, es ademés més independiente de
la versién de MATLAB utilizada, y podria subirse a algun sistema de versionado de archivos como
GitHub para que cualquiera que se interese en el tema pueda colaborar.

Incluso, podria buscarse la forma de agregarle al simulador una visualizacién grafica, de modo de
ver en tiempo real la orientacion de las distintas ternas. Un punto de partida para esto se encuentra
en la aplicacién KeplerOrbit desarrollada en este trabajo, ya alojada en GitHub, https://github.
com/sebastian-sampayo/KeplerOrbit, [15], [16].

7.2.2. Navegador

La plataforma Simulink es muy cémoda para sistemas de pequena escala. En cuanto se incrementa
la cantidad de bloques y la cantidad de frecuencias de muestreo distintas, el desarrollo se torna mas
complejo y se requiere mucha mas experiencia en el uso de Simulink. Este es el caso del navegador.
Realizarlo en MATLAB seria més facil e incluso podria utilizarse alguna implementaciéon méas completa
como por ejemplo el software NaveGo [9].

7.2.3. Control de orientacién

El control de orientacién disefiado fue concebido sin la existencia de saturadores. Al incorporar
estos, el torque de control se encuentra casi todo el tiempo en estado saturado positivo o negativo.
Quizas analizar con mayor profundidad las implicancias de los actuadores en el modelo resultaria en
una ley de control mejor adaptada a esta situacién que fuerce menos los componentes y aproveche
mejor la energia.

Como minimo, se deberia adaptar este control a una representaciéon en cuaterniones, como se
explicé en las conclusiones del capitulo 5.

7.2.4. Control orbital

Si todo el sistema fuese implementado en otra plataforma como scripts de MATLAB, C o C++,
la implementacién del algoritmo de control orbital seria més directa y cercana al cédigo real que se
implementaria en la computadora de a bordo del vehiculo. Seria posible en este caso ejecutar en una
sola corrida toda la estrategia en vez de realizar dos simulaciones distintas (una simulando el algoritmo
de célculo del pulso y otra ejecutando efectivamente la transferencia). En este caso, también deberia
analizarse en mayor profundidad el método numérico de integracién a utilizar, asi como también el
paso de tiempo en él.

En cuanto a la estrategia en si, una linea de trabajo a futuro consistiria en la aplicacién de un
impulso orbital simple pero para alcanzar una érbita Mdélniya, en lugar de la circular. El primer paso
para esto es encontrar el vector velocidad en un punto donde se crucen la érbita eliptica de inyecciéon
y la Mdlniya objetivo. Posiblemente sea necesario ademés del incremento en médulo del AV una
orientacion distinta del propulsor, de modo de poder modificar también la inclinacién, ademés del semi-
eje mayor y la excentricidad. Todo el simulador implementado se puede utilizar para esto, ajustando
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el guiado de orientacién del satélite y el ancho de pulso de control orbital. La trayectoria del satélite
en este tipo de érbitas atraviesa las regiones LEO y MEO. Por lo tanto, para que el resultado final
sea mas cercano a la realidad, en este caso deberian considerarse otras perturbaciones que no fueron
modeladas en este proyecto, como la atraccién de la Luna y la presién solar. Lograr ubicar satélites en
este tipo de érbitas seria muy interesante, puesto que permiten establecer sistemas de comunicaciones
a un costo menor que los satélites geoestacionarios, con lo cual podria poseer una veta comercial mas
provechosa.

Otra estrategia que se podria implementar con estos mismos algoritmos seria una maniobra de
2 impulsos para alcanzar cualquier érbita circular independientemente del apogeo de la 6rbita de
inyeccién inicial. En este caso, el primer impulso se haria también en el apogeo, pero en vez de
circularizar la érbita, deberia alcanzar una orbita eliptica intermedia entre la de inyeccién inicial y la
circular final, de modo que el apogeo de esta érbita de transferencia intermedia sea igual que el radio
de la érbita final. Esto es sencillo, ya que lo tinico que se debe modificar es el AV requerido, en base
al apogeo deseado, y por lo tanto lo iinico que cambiara respecto a lo expuesto en el capitulo 6 es un
aumento en el ancho del pulso de control. Finalmente, un nuevo impulso en el apogeo de esta érbita
de transferencia deberia circularizar la trayectoria, al igual que se realiz6 en el capitulo 6.
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